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Zadanie 1. Niech G bedzie grupa abelowa w zapisie addytywnym z elementem neutral-
nym 0. Zalézmy, ze w G zadana jest metryka p, ktora jest
a) niezmiennicza, tzn.

pla+c,b+c) = p(a,b), a,b,ce @G,
b) niearchimedesowska, tzn.
pla,b) < max{p(a,c),p(c,b)}, a,b,ceG.
Udowodnij, ze ciag

n
Sn=> ap, a€G,
k=1
jest ciagiem Cauchy’ego, wtedy i tylko wtedy gdy ax — 0.

Zadanie 2. Wykaz, ze
a) szereg

i cos 2n
n=1 n
jest zbiezny;
b) szereg

oo
Z COS2 n
n
n=1
jest rozbiezny;
c) szereg

oo
Z cosn
n
n=1
jest zbiezny warunkowo.
Zadanie 3. Uzasadnij, ze

a) wlasciwa domknieta podprzestrzen przestrzeni Banacha jest zbiorem nigdziegestym.

b) Czy przestrzen Banacha moze mieé¢ — jako przestrzen liniowa — baze przeliczalna?



Zadanie 4. a) Pokazaé, ze dowolna przestrzen metryzowalna jest Ty (tzn. jest normalna).

W punktach b) i ¢) (ponizej) rozwazmy przestrzen N z topologia dyskretna.

b) W produkcie [[ N zdefiniowaé metryke wyznaczajaca topologie produktows (zwana
neN
topologia Tichonowa). Podaé¢ uzasadnienie.

c) Wykazaé, ze produkt [] N nie jest przestrzenia metryzowalna.
reR

Zadanie 5. W prostokatnej tabliczce k x n w kazdym z pdl brzegowych napisano liczbe
rzeczywista. Checemy wpisaé liczby rzeczywiste w pozostate pola w sposéb harmoniczny,
tzn. tak, by liczba stojaca w kazdym niebrzegowym polu byla $rednia arytmetyczna liczb
z sasiednich czterech pol.

a) Udowodnij, ze kazde wypelnienie harmoniczne osigga maksimum w pewnym polu brze-
gowym.

b) Udowodnij, ze istnieje co najwyzej jedno wypelnienie harmoniczne.

¢) Udowodnij, ze istnieje wypelnienie harmoniczne.

Zadanie 6. Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym zas f: X — X pewna surjekcja. W
X definiujemy relacje réwnowaznodci ~:

z~y <= (Im,neN)(f"(z)=f"(y))
(prayjmujemy, s f0(z) = ).
a) Wykazad, ze jesli wszystkie klasy abstrakcji relacji ~ sa skonczone, to f jest bijekcja.
b) Niech A bedzie klasa abstrakcji relacji ~. W A definiujemy relacje <:
z<y < (@neN)(f"(z)=y).

Wykazaé, ze relacja < jest czesciowym porzadkiem wtedy i tylko wtedy gdy dla pewnego
x € A, zbiér {f"(z) : n € N} jest nieskoniczony lub gdy f ma punkt staly w A.

Zadanie 7. Dla n € N, niech p, oznacza n-ta liczbe pierwsza (pg = 2, p1 = 3, p2 = 5,

(a) Jaka liczba kardynalna jest indeks podgrupy [] (pnZ,+) w grupie [] (Z,+)? Odpo-
neN neN
wiedz uzasadnic.

(b) W grupie ilorazowej [[ (Z,+)/ 11 (pnZ,+) wskaza¢ przyktad podgrupy izomorficznej
neN neN
z 7 x Z. Odpowiedz uzasadnié.



Zadanie 8. Wynikami pewnego eksperymentu sa pojawienia si¢ liczb 1, 2 lub 3 odpowied-
nio z prawdopodobiehstwami py, po 1 p3, p1 + p2 + p3 = 1. Wykonano n-niezaleznych po-
wtorzen opisanego eksperymentu. Niech X; oznacza liczbe pojawien sie liczby ¢, 1 = 1,2, 3,
w tych n probach.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe P(X; = k| X2 = m).

b) Niech Y bedzie liczba pojawien sie 1 w n + m prébach, a X liczba pojawien sie 1 w n
pierwszych probach.

Obliczy¢ warunkowa warto$é oczekiwana E(X|Y = k).

Zadanie 9. Niech {X,,,n > 1} bedzie ciagiem dodatnich, wzajemnie niezaleznych zmien-

nych losowych o tym samym rozkladzie o éredniej p = 1, wariancji o2 oraz skonczonym

momencie EXZ»5 /? < . Niech {cn24,1 < i <n?n>1} bedzie tablicy liczb rzeczywistych
2

takich, ze > ¢,2 5 = 1.

Niech {N(n),n > 1} bedzie ciagiem zmiennych losowych zdefiniowanych przez

k
Ni(n) = max{k : ZX]- <n}, N(n)=max(Ni(n),1), n>1.
j=1

a) Pokazaé, ze N(n) dazy z prawdopodobienistwem 1 do 1.
b) Zbadaé zbieznosé wedtug rozktadu ciagu zmiennych losowych Y;,,n > 1, zdefiniowanych
ponizej (odpowiedZ uzasadnié),

2

o T e X =1
e N(n)
S X,

)=

, n>1.

Zadanie 10. Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na [0, 6], 6 > 0.

a) Na podstawie jednoelementowej préby skonstruowaé test najmocniejszy na poziomie
istotnoéci a dla testowania hipotezy Hgy : 0 = 0y, przeciwko hipotezie alternatywnej
Hy:0=01, 0< 6y < 6.

b) Rozwiazanie uzasadni¢ podajac odpowiednie twierdzenie.

¢) Podaé moc tego testu.



