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Zadanie 1. Niech f(z) = e dla z € R.

a) Udowodnij, ze |f(x) — f(y)| < |x — y| dla wszystkich x, y € R.

b) Korzystajac z szeregu Taylora funkcji f znajdz wzoér na n-ta pochodna f
w punkcie 0.

c) Udowodnij, ze

/Olf(a:)dxz %

Zadanie 2. Dla funkcji f € L'(R) udowodnij, ze f jest funkcja prawie
wszedzie rowng zero, gdy spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:
a)VzeR f(x)= f(z—1).

b)Vx e R f(z) = f(2x).

c)Vx e R f(x)=2f(2x).

Zadanie 3. Niech E bedzie elipsg w R? zadang réwnaniem z? + 3xy +
10y? = 5. Niech G bedzie grupg zlozong ze wszystkich liniowych g: R? — R?
przeksztatcajacych £ na E (g(E) = E).

a) Uzasadnij, ze G jest nietrywialna.

b) Uzasadnij, ze G jest nieskonczona.

c) Rozstrzygnij (z uzasadnieniem), czy G jest abelowa.

Zadanie 4. Niech D = {z € C | |z|] < 1}. Dla podanych otwartych
U,V C C uzasadnij, ze istnieje homeomorfizm f: U — V i zbadaj, czy
istnieje homeomorfizm h: U — V bedacy funkcja holomorficzna.
a)U=C,V=D.

b) U =C\ {0}, V =D\ {0}.

Zadanie 5. Rozstrzygnij z uzasadnieniem:
a) ile jest 15-elementowych grup abelowych?
b) ile jest 15-elementowych grup nieabelowych?

Zadanie 6. Iloczyn kartezjanski zbioréw A i B definiujemy jako zbiér par
uporzadkowanych (a,b) = {{a}, {a,b}} takich, ze a € A oraz b € B.

a) Podaé przyktad niepustych zbioréw A, B takich, ze AN B = A x B. Od-
powiedz uzasadnié.

b) Wykazaé, ze jesli A = A x A, to A = (). Rozumowanie nalezy przeprowa-
dzi¢ poshugujac sie aksjomatami teorii mnogosci ZFC.



Zadanie 7.
a) Na plaszczyznie euklidesowej wskazaé zbidr Y, dla ktérego jednoczesnie
zachodzg warunki:

cl(Y) # cl(int(cl(Y))) oraz int(Y') # int(cl(int(Y"))).

OdpowiedZ uzasadnic.
(b) Wykazadé, ze dla dowolnej przestrzeni topologicznej X i dowolnego zbioru
Y C X zachodzg réwnoéci:

int(cl(Y)) = int(cl(int(cl(Y")))) oraz cl(int(Y)) = cl(int(cl(int(Y")))).

Uwaga: dla Z C X, cl(Z) oznacza domkniecie zbioru Z, za$ int(Z)
wnetrze zbioru Z.

Zadanie 8. W celi wieziennej sg 3 drzwi. Pierwsze drzwi prowadza do tu-
nelu, ktéry prowadzi na wolnos¢, i przejscie tego tunelu zabiera 3 dni. Drugie
drzwi prowadzg do tunelu, ktéry prowadzi do tej samej celi i przejscie tego
tunelu zabiera 2 dni. Trzecie drzwi prowadzg do tunelu, ktory prowadzi do
tej samej celi i przejscie tego tunelu zabiera 5 dni. Przyjmujac, ze wigzien wy-
biera kazde drzwi z tym samym prawdopodobienstwem, znalez¢ oczekiwany
czas po ktorym wiezien znajdzie si¢ na wolnosci.

Zadanie 9. Niech X, X,,... beda wzajemnie niezaleznymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozktadzie o $redniej zero i wariancji 1, a S, =
X; + Xy + -+ + X,,. Ponadto niech {N(t),t > 0} bedzie procesem Poissona
z parametrem A, a U zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym na [0, 1].
Przyjmijmy, ze wszystkie zmienne losowe U, X1, X5, ... oraz proces {N(t)}
sg wzajemnie niezalezne. Niech
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Czy ciag zmiennych losowych Y,,,n > 1, jest zbiezny wedtug rozktadu?
Jezeli tak, znalez¢ rozktad graniczny.

Y, n=1,2 ..., [x] jest czescig catkowity x.

Zadanie 10.

a) Sformutowaé podstawowy lemat Neymana-Pearsona.

b) Wykorzystujac lemat Neymana-Pearsona znalez¢é test dla testowania hi-
potezy zerowej Hy, ze zmienna losowa ma rozktad normalny ze Srednig 3 i
wariancja 1, tj. rozklad N(3,1), przeciwko hipotezie alternatywnej H;, ze
zmienna losowa ma rozktad normalny N(5,1).



