Instytut Matematyczny Uniwersytet Wroctawski
TEST KWALIFIKACYJNY NA STUDIA DOKTORANCKIE
Wroctaw, 23 maja 2016.

Zadanie 1.
a) Podaj jedna pare liczb naturalnych m < n takich, ze
m' =n".

b) Rozwazajac funkcje f(x) = rr udowodnij, ze wskazana przez Ciebie para jest jedyna.

c¢) Udowodnij, ze
33332 < 32%,

Zadanie 2. Rozwazmy o$rodkowa przestrzen Hilberta H (nad cialem liczb zespolonych)
wraz z iloczynem skalarnym (-,-), norma | - || i baza ortonormalna {e, : n € N}. Niech A
bedzie ograniczonym operatorem liniowym na H, spetniajacym Ae, = A,e, dla pewnych
An € C 1 wszystkich n € N.

a) Udowodnij, Ze norma operatora A jest réwna sup,,cy |An|-
b) Udowodnij, ze jesli \,, € R dla wszystkich n € N, to A jest samosprzezony.

¢) Dla dowolnej liczby naturalnej N podaj przyklad operatora liniowego B na przestrzeni
euklidesowej R? o wartosciach wtasnych 1 oraz —1, ktérego norma jest wieksza od N.

Zadanie 3. Niech K bedzie dowolnym ciatem za$ A, pi jego réznymi elementami. O prze-
ksztalceniu liniowym F : K3 — K? wiadomo, ze

(1) (F = X-Id)(F — - 1d) # 0,

2) (F — p-Id)? # 0 oraz

3) (F—X\-Id)(F — u-Id)?*=0.

Id to przeksztalcenie identycznoéciowe przestrzeni K3). Wykazaé, ze

a) A, p sa wartoSciami wlasnymi przeksztalcenia F,

b) Ker(F —p-Id) C Im(F — p - Id),
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Zadanie 4. Niech G bedzie grupa skonczona, ktora nie posiada dwéch podgrup tego
samego rzedu.
(a) Pokazaé, ze dowolna podgrupa grupy G jest jej dzielnikiem normalnym.
(b) Pokazad, ze jesli G jest nietrywialna, to jest izomorficzna z produktem swoich podgrup
Sylowa.
(c) Korzystajac z (b) wykazaé, ze G jest cykliczna.

Wskazéwka. W punkcie (b) zastosowanie indukcji wzgledem ilosci podgrup Sylowa
moze okazaé sie pomocne.

(c) F ma w pewnej bazie macierz



Zadanie 5. Dwuargumentowe spojniki logiczne | oraz * okreslamy nastepujaco: plq defi-
niujemy jako —(p A q), za$ p * g jako —(p V q).

(a) Pokazaé, ze jesli a(p,q) jest formula zdaniowa o dwdch zmiennych p, g, to

(1) a(p, q) jest réwnowazna pewnej formule zdefiniowanej tylko przy pomocy |,

(2) a(p, q) jest réwnowazna pewnej formule zdefiniowanej tylko przy pomocy .

(b) Niech a(p, q) bedzie formula zdaniowa o dwéch zmiennych p, ¢ taka, ze dowolna for-
muta zdaniowa o zmiennych p, ¢ jest rownowazna pewnej formule zdefiniowanej tylko przy
pomocy a. Wykazaé, ze wtedy a(p, q) jest réwnowazna formule p|q lub formule p * q.

Zadanie 6. Niech F' bedzie ograniczonym wielokatem wypuklym na ptaszczyznie.

a) Uzasadnij, ze istnieje koto K, takie ze jesli elipsa zawiera F' i nie jest zawarta w K,
to pole tej elipsy jest wigksze od 1.

b) Uzasadnij, ze istnieje (by¢ moze nie jedyna) elipsa o najmniejszym polu zawierajaca
wielokat F'.

Zadanie 7. Na pierscieniu F,[[X]] szeregéw formalnych o wspélczynnikach w ciele p-
elementowym okreélamy metryke wzorem

d(i aan7 io: ann) =p min{n|an7£bn}‘
n=0 n=0

a) Sprawdz, ze d spelnia nieréwnosé tréjkata.
b) Udowodnij, ze otwarta kula (wzgledem metryki d) o srodku w 0 i dowolnym dodatnim
promieniu jest zwartym idealem w F,[[X]].

Zadanie 8. Prawdopodobienistwo pojawienia sie orta w rzucie moneta jest réwne p, a
reszki ¢ = 1 —p. Moneta jest rzucana raz po razie do momentu N dwukrotnego pojawienia
sie orta w dwdch ostatnich rzutach.
Zmalez¢ warto$é oczekiwana zmiennej losowej N.
Uwaga. Jezeli w dwoch pierwszych rzutach pojawi sie orzel, to N = 2. Jezeli w
pierwszym rzucie pojawi sie reszka, a orzel pojawi sie w drugim i trzecim rzucie, to N = 3.
Wiskazoéwka. Ulozenie réwnania rekurencyjnego na wartos¢ oczekiwang zmiennej lo-
sowej N, tj. E(IN), moze okazaé si¢ pomocne.

Zadanie 9. Niech X7, X, ... bedzie ciagiem wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie skoncentrowanym na pélprostej [1,00) i skonczonym drugim
momencie. Niech

n n

T, =] Xi=X1Xo- X0, Up=][X7=XxiX3 X}
i=1 i=1

natomiast ¢ = Fln X1, 0 = Var In X;.

Oblicz granice ciagu prawdopodobiefistw

P(T,, < UMVPena),



Zadanie 10. Niech X oznacza liczbe sukcesow w n niezaleznych prébach o prawdopodo-
bienstwie sukcesu p, tzn. X ma rozklad binomialny B(n,p).

Niech ¢ bedzie JNM (jednostajnie najmocniejszym) testem do weryfikowania hipotezy
Hy : p < pg, przy hipotezie alternatywnej Hy : p > pg

na poziomie istotnosci a.

(a) Podaé postaé testu .

(b) Dlan = 6 i pyg = 0.25 oraz a = 0.05 wyznaczy¢ dokladna postaé testu z punktu
(a). Nastepnie obliczyé moc tego testu przy alternatywie p = 0.4.

(c¢) Niech pg = 0.25 1 a = 0.05. Korzystajac z (i) tablic rozkladu dwumianowego, lub
(ii) przyblizenia rozkladem normalnym, wyznaczy¢ wartosé n tak, aby moc testu z punktu
(a) przy alternatywie p = 0.4 wynosita co najmniej 0.7.



