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Zadanie 1. Dana jest k-wymiarowa podprzestrzen liniowa V < R". Uzasadnij, ze istnieja
takie 1 <43 < -+ < i < m, e jedli 7 : R® - R* jest zadane przez w(zy,...,2,) =
(Tigy - - > Ziy, ), to w(V) = RF,

Zadanie 2. Niech d bedzie metryks euklidesows na plaszczyznie euklidesowej R%. Przy-
pomnijmy, ze odleglodé punktu p € R? od podzbioru X c R? definiujemy jako

d(p, X) := inf{d(p,q) : g € X}.
Niech B bedzie zbiorem domknietych ograniczonych i niepustych podzbioréw plaszczyzny
R?%. Rozwazmy funkcje dy : B x B — R zadang przez
dy(A, B) = sup[{d(p, B) : p € A} U {d(q, 4) : q € B}].

Dla A € Bie > 0 oznaczmy A = |J, ¢4 K(x,¢), gdzie K(x,€) jest kulg o $rodku w =
i promieniu e.
(A) Wykaz, ze dy(A,B) =inf{e >0: AC B, i BC A.}.
(B) Uzasadnij, ze dy jest metryka na zbiorze B.
(C) Niech F C B bedzie przeliczalnym podzbiorem zlozonym z wszystkich skoficzonych
zbioréw A C R? takich, e kazdy punkt z A ma obie wspdirzedne wymierne:

F:={ACR?:cardA <o oraz Y(z,y) € Azachodzi z€Q iy€ Q}.

w R? Uzasadnij, ze F jest gestym podzbiorem w przestrzeni metrycznej (B, dy).

Zadanie 3.

(A) Uzasadnij, ze przekrdj dwich podgrup skoficzonego indeksu tej samej grupy G jest
takze podgrupa skoficzonego indeksu w G. '

(B) Uzasadnij, ze jedli H < G jest podgrupg skoficzonego indeksu, to przekréj jej sprzgzen

K = n gHg™!
geG
jest podgrupg normalng skonczonego indeksu w G.
Zadanie 4. Znalez¢ minimalng odleglosé¢ migdzy punktami parabol

y=224+1iz=9y+1

Zadanie 5. Zbadaé promief zbieznosci szeregu Y oo ; anz™, gdzie a, = [y’ exp (%) dt.
Zadanie 6. Dla jakich wartosci parametru ¢ € R wszystkie rozwiazania réwnania

y +ey=et
maja granicg dla t — oo ?

Zadanie 7. Niech E bedzie relacja réwnowaznosci na R.
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(A) (2pkt) Zalézmy, ze istnieje funkcja borelowska f : R — R, taka ze dla wszystkich
a,b € R zachodzi a Eb <= f(a) = f(b). Dowies¢, ze wtedy istnieje przeliczalna rodzina
(Bn)nen podzbioréw borelowskich R, taka ze a Eb <=> (Vn)(a € B, <= b€ B,).

(B) (4pkt) Udowodni¢ twierdzenie odwrotne do powyzszego, tzn. jesli istnieje przeliczalna
rodzina (Bp)nen podzbioréw borelowskich R, taka ze a Eb <= (Vn)(a € B, < be
B,), to istnieje funkcja borelowska f : R — R, taka ze dla wszystkich a,b € R zachodzi
aEb < f(a) = f(b).

Zadanie 8. Powiedzmy, ze zbiér A C R jest spolegliwy, jezeli przestrzen R \ A jest home-
omorficzna z domknietym podzbiorem plaszczyzny R2.

(A) (1pkt) Sprawdzi¢, ze zbidr liczb naturalnych jest spolegliwy.
(B) (2pkt) Udowodnié, ze kazdy domknigty podzbiér prostej jest spolegliwy.

(C) (1pkt) Udowodnié, ze jezeli zbiér A jest spolegliwy, to R\ A jest przeliczalna suma
przestrzeni zwartych.

(D) (2pkt) Wykazaé, ze zbiér liczb wymiernych nie jest spolegliwy.
Zadanie 9. Niech f,(z,y) = cos(nzy).

(2pkt) Sprawdzié, ze limp o0 [p fn(x,y)dzy = 0 dla kazdego prostokata P = [a,b] X [c, d].
Symbol [, fa(x,y)dzy = 0 oznacza catke Riemanna po prostokacie P z funkcji ciggle]j fp.

(4pkt) Udowodnié, ze limy o [, g fndAz = 0 dla kazdego borelowskiego zbioru B C R2? o
skonczonej plaskiej mierze Lebesgue’a Ag.

Zadanie 10. Niech X, X3 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie z gestoécia
f(x) =e~*1(z > 0).

(2 pkt) a) Wyznacz taczny rozklad wektora losowego (Y1,Y2) = (X1 — X3, X1 + X3).

(2 pkt) b) Wyznacz rozklad Y;.

(2 pkt) ¢) Wyznacz rozklad Y5.

Zadanie 11. Niech X3, .... X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Po-
issona z parametrem 1.

Definiujemy zmienne losowe X, = £ 3" | X; oraz Y, = /n(X, — 1).

(3 pkt) (a) Wyznacz funkcje generujaca momenty My, (t) zmiennej losowej Y.

(2 pkt) (b) Oblicz granice lim,_,oo My, (t).

(1 pkt) (c) Jaki jest asymptotyczny rozktad Y;,?

Zadanie 12. Niech X3, ..., X,, bedzie préba z rozkladu

(i) Poissona z parametrem A, A > 0;

(ii) jednostajnego na odcinku [0,b], b > 0.

Wyznacz estymator nieobciazony o minimalnej wariancji nieznanego parametru.



