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Zadanie 1. Rozwazamy elipse x— + v _ = 1. Znalez¢ najdtuzsza cieciwe tej elipsy przechodzaca

b2

przez punkt (0, —b).

(a) (3 pkt.) W przypadku gdy a > v/2b > 0.

(b) (3 pkt.) W przypadku gdy 0 < a < /2b.
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Zadanie 2. Niech /(N)= >  —dlaNeN.
n=N+1

(a) (2 pkt.) Oblicz granice Nlim h(N).
—00
(b) (2 pkt.) Udowodnij, ze

1

(c) (2 pkt.) Wykaz, ze L <In(n+ 1) —In(n — §) i wywnioskuj, ze
A(N) <In(2N + 1) (N + 1).
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Zadanie 3. Niech g : R — R bedzie funkcja rézniczkowalng w kazdym punkcie.
(a) (3 pkt.) Udowodnij, ze jezelia < bi¢ € (¢'(a), g’ (b)) to istnieje = € (a, b) takie, ze ¢'(z) = &.
(b) (3 pkt.) Udowodnij, ze jezeli g jest jednostajnie ciggla, to lirr_l)inf g'(z) < oo.
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Zadanie 4. Niech f bedzie funkcja ciagta na [0, 00), posiadajaca skonczona granice lim f(x).
xr—r o0
(a) (3 pkt.) Udowodnij, ze dla kazdego § > 0
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tliglot/é e " f(zx)dx =
(b) (8 pkt.) Oblicz granice
: —tx
tlggot/o e~ f(zx) dz

Zadanie 5. (6 pkt.) Rozstrzygnij, ktore z zagadnien poczatkowych dla réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

(a) @'(t) = 2*2(t), 2(0) =
(b) &'(t) = 2°/2(t), 2(0) =
(c) 2'(t) = 2*/3(t), 2(0) =0,
(d) 2/ (t) = 2/3(t), 2(0) =1,

ma rozwiazanie jedyne, a ktére ma rozwigzanie globalne (dla t € [0, 00)).

Zadanie 6. W kazdym z podpunktéw rozstrzygnij (z uzasadnieniem!), czy podane przestrzenie
topologiczne X i Y sg homeomorficzne.

(a) (1 pkt) X =RiY =10,1) z naturalna topologia na prostej rzeczywistej.

(b) (2 pkt.) X =51 x (ST\{(1,0)}) iV =S x ([0,1] \ {3}), gdzie S! jest okregiem o srodku
w punkcie (0,0) i promieniu 1 z naturalng topologia, topologia na S* x (S \ {(1,0)}) jest
dziedziczona z S, a topologia na [0,1] \ {3} jest dziedziczona z odcinka [0, 1].



(c) (3 pkt.) X = £ (tzn. zbior ograniczonych ciagéw liczb rzeczywistych) z topologia zadana
przez norme supremum i Y = R¥ z topologiag produktows (obliczong dla naturalnej topologii
na R).

Zadanie 7. Podgrupa H w grupie permutacji S,, jest tranzytywna, jesli dla dowolnych i,j €
{1,2,...,n} istnieje permutacja o € H taka, ze o(i) = j.

(a) (1 pkt) Uzasadnij, ze tranzytywna podgrupa H < S,, zawiera conajmniej n elementow
i ze jest to oszacowanie optymalne.

(b) (2 pkt.) Uzasadnij, ze rzad dowolnej tranzytywnej podgrupy H < S,, dzieli sie przez n.

Podgrupa H < S, jest 2-tranzytywna, jesli dla dowolnych dwoch par (i, j), (k,1) liczb ze zbioru
{1,2,...,n} takich, ze i # j, k # [, istnieje o € H taka, 7e o(i) = k oraz o(j) = l.

(c) (3 pkt.) Uzasadnij, ze jesli podgrupa H < S, jest 2-tranzytywna, za$ N <H jest nietrywialna
podgrupa normalng w H, to N jest tranzytywna podgrupa w S,,.

Zadanie 8. Niech p bedzie liczbg pierwsza, za$ F), cialem p-elementowym.
(a) (1 pkt) Wykaz, ze k-wymiarowa przestrzen liniowa nad cialem F, ma p* elementéw.
(b) (3 pkt.) Oblicz, ile jest macierzy odwracalnych rozmiaru n x n o wyrazach w ciele Fj,.

(c) (2 pkt.) Flagg w n-wymiarowe]j przestrzeni liniowej V nad cialem F, nazywamy ciag pod-
przestrzeni
WicWyC---CWp_1 CW,

taki, ze dla kazdego ¢ € {1,2,...,n} wymiar W; (nad F,) wynosi i. Oblicz, ile jest flag w
przestrzeni V.

Zadanie 9.
(a) (1 pkt) Podaj definicje filtru oraz ultrafiltru na danym zbiorze X.

(b) (2 pkt.) Na zbiorze SN wszystkich ultrafiltrow na zbiorze N rozwazamy topologie, ktorej
baze zbioréw otwartych stanowia zbiory postaci {{ € SN : A € U}, gdzie A C N. Wskaz (z
uzasadnieniem) przeliczalny podzbior gesty przestrzeni SN.

(c) (3 pkt.) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorfla, a D jej gestym podzbiorem.
Wykaz, ze | X| < 22|D‘, gdzie | X| oraz |D| oznaczaja odpowiednio moce zbiorow X oraz D.

Zadanie 10. Niech U = (X3, X3) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym. Oznaczmy
0 = P(X; > X5) i zdefiniujmy funkcje

1 gdy 1 > x9
g(z1,22) = .

0 w przeciwnym wypadku.
Nastepnie rozwazmy ciag niezaleznych wektoréw losowych Uy, ..., U, o tym samym rozkladzie
coU.
(a) (3 pkt.) Wyznacz rozklad zmiennej losowej @ = Zg(Ui).

i=1

(b) (3 pkt.) Niech 8 = % i n = 200. Wyznacz przyblizone prawdopodobieristwo, ze @) > 160.

Zadanie 11. (6 pkt.) Niech X; i X3 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
wykladniczym z wartoscia oczekiwang 1. Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z = X /X, oraz
rozktad warunkowy Z pod warunkiem X5 = x,.

Zadanie 12. Niech Y bedzie p-wymiarowym wektorem losowym o rozkladzie normalnym
Y ~ N,(0,I). Niech A i B beda macierzami o wymiarach k x p takimi, ze ABT = 0.

(a) (2 pkt.) Udowodnij, ze AY i BY sa niezalezne.
(b) (2 pkt.) Udowodnij, ze formy kwadratowe Y7 AY i YT BY sa niezalezne.

(c) (2 pkt.) Wyznacz warto$é oczekiwang i wariancje formy kwadratowej Y7 AY'.



