Uniwersytet Wrocltawski

Wydzial Matematyki i Informatyki
Instytut Matematyczny
Analiza danych Maciej Kaczynski

Analiza danych medycznych w oparciu o
wielomianowq regresje logistyczng

Praca licencjacka
napisana pod kierunkiem
dr Michata Kosa

Wroclaw 2022



Spis tresci

1

2

Wistep. 3
Czesé teoretyczna. 4
2.1 Wprowadzenie do regresji. . . . . . . . ... 4

2.2 Wielomianowa regresja logistyczna. . . . . . ... ... ... ... 5
2.3 Metody wyboru regresoréw. . . . . .. ... 7
2.3.1 Statystyka Deviance i kryteria informacyjne. . . . . . .. 7
2.3.2 Metoda Lasso. . . .. ... ... ... . 9

Analiza danych. 10
3.1 Opisbadania. . . . . .. ... ... ... 10
3.2 Opis zbiorudanych. . .. ... ... ... .. 0 L. 10
3.3 Wybdr regresordw. . . . . . ... 14
3.4 Poréwnanie modeli. . . . . . . ... Lo 15
‘Whioski. 19
Tablice predykcji. 20



1 Wstep.

Niniejsza praca dotyczy tematyki wielomianowej regresji logistycznej, a w szcze-
gblnoéci praktycznego zastosowania tego narzedzia statystycznego do analizy da-
nych pochodzacych z badania medycznego. Naczelnym celem jest zbudowanie
modelu, ktéry umozliwi predykcje stanu pacjenta po operacji na podstawie in-
formacji tj. wiek, pleé¢ pacjenta, wystepujace symptomy i tempo ich wystapienia
czy technika zastosowana przy zabiegu. Z pomoca tego modelu wysuniete zosta-
ng wnioski, ktére maja stuzy¢ jako wsparcie specjalistow medycznych, a takze
pewne ukierunkowanie do dalszych badan i analiz statystycznych. Z postawio-
nego celu wynika struktura pracy: pierwsza cze$é¢ opisuje teoretyczne podstawy
wielomianowej regresji logistycznej i stosowanych metod statystycznych, druga
zawiera wladciwa analize danych, czyli proces wybrania i zbadania optymalnego
modelu, a na koncu pracy znajduja sie wysuniete wnioski, w tym réwniez tablice
predykcji majace na celu wspomagaé lekarzy i pacjentéw przy podejmowaniu
decyzji o operacji.



2 C(Czes¢ teoretyczna.

Pierwszy rozdzial poswiecony zostanie oprawie teoretycznej zagadnienia, be-
dacego tematem niniejszej pracy. Rozpoczniemy od ogdlnego opisania pojecia
regresji i przyblizymy jej najbardziej podstawowe rodzaje, a nastepnie zbierze-
my najwazniejsze informacje na temat wielomianowej regresji logistycznej. Na
koniec przedstawimy wybrane metody wyboru i oceny modeli regresji, ktore
wykorzystane zostana w nastepnym rozdziale, poswieconym analizie danych.

2.1 Wprowadzenie do regresji.

Regresja w sensie statystycznym odnosi sie do opisywania zaleznosci pomiedzy
zmiennymi. W szczegdlnosci pozwala modelowaé tzw. zmienng wynikowa (ob-
jasniana/zalezna) z pomoca zmiennych niezaleznych, nazywanych tez zmienny-
mi objasniajacymi regresorami lub predyktorami. Regresja jest niezwykle uzy-
tecznym narzedziem statystycznym, poniewaz pozwala przewidywaé przyszie
zjawiska na podstawie obecnie posiadanych danych (tzw. predykcja), a takze
powigksza nasze zrozumienie analizowanych zmiennych, poprzez wskazywanie
regresordéw, ktore maja na nie wplyw wraz z jego sila. Zobrazowaé¢ to mozemy
z pomoca tzw. Uogélnionych Modeli Liniowych (z ang. Generalized Linear Mo-
dels; GLM), ktére stanowia grupe najprostszych i najpopularniejszych modeli
regresji. Klasa GLM oparta jest na nastepujacych zaltozeniach:

1. Dysponujemy zbiorem n obserwacji (y;, €1, -.-, xip,l)?zl, przy czym zmien-

ne (zi1, ..., Tip—1) to regresory, a y; jest zmienna wynikowa.

2. Y1, ..., Yn to niezalezne realizacje zmiennych losowych Y7, ..., Y,, pochodza-
cych z tego samego rozktadu eksponencjalnego o gestosei/funkeji rozktadu
prawdopodobienstwa postaci:

91’ T 91‘
f(yza 91’7 ¢1,) = C(yu ¢) exp yqsa()

gdzie 0; oraz ¢ > 0 sa parametrami, a ¢() i a() sa znanymi funkcjami i a()
ma ciagla druga pochodna.

3. Dlakazdego ¢ zwigzek pomiedzy wartoscig oczekiwang E(Y;) a (241, ..., Tip—
ma postac:
g(E(Y:)) =n:(B) = Bo + B + ... + Xip_10p—1
gdzie:
o (8o, 1., Bp—1)" € RP to wektor parametréw powiazanych z regreso-

rami, przy czym parametr 3y to tzw. intercept i nie stoi przy zadnym
regresorze,

e 7;(8) to tzw. predyktor liniowy, bedacy kombinacja liniowa regreso-
réw oraz wektora (3,

e ¢() jest tzw. funkcja linkujaca/taczaca (z ang. link function).
Ostatnie zalozenie mozna przedstawi¢ ogélniej w postaci macierzowe;j:
9(E(Y)) =n(B) = XiB
gdzie



e [ jest wektorem parametréw,
e X jest macierza planu o rozmiarze n X p,
e Y jest wektorem losowym zmiennych wynikowych.

Do klasy GLM nalezy m. in. regresja logistyczna, ktéra stuzy do modelowania
zmiennych binarnych i w zwiazku z tym jest niezwykle przydatna przy danych
medycznych. Jej kanoniczng funkcja linkujaca jest logit, czyli kwantyl rozkladu
logistycznego. Stad modele regresji logistycznej maja nastepujaca postaé[l]:

log 1 T X; 0

— g

Symbolem 7; oznaczamy warto$¢ oczekiwang i-tego elementu wektora zmien-
nej objaénianej, co jest popularna konwencja zwiazang z faktem, ze zmienna ta
ma rozklad zero-jedynkowy. Z tego wynika interpretacja wartosci oczekiwanej
zmiennej wynikowej jako prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia, ktore jest ko-
dowane ta zmienng (EY; = m; = P(Y; = 1)). Widzimy zatem, ze w regresji
logistyczne]j predyktor liniowy jest réwny logarytmowi szans (z ang. log odds)
zmiennej Y. Oczywiscie funkcje logit mozemy odwrécié, otrzymujac w ten spo-
séb bezposredni wzér na 7;:
eXif
m=PY,=1)= X1

2.2 Wielomianowa regresja logistyczna.

PoznaliSmy juz regresje logistyczna, ktéra pozwala nam modelowaé zmienne
jakosciowe o dwoch mozliwych stanach. Co jednak ze zmienna jako$ciowa, ktéra
ma wiecej stanéw? W celu radzenia sobie z takimi danymi stworzona zostata
regresja wielomianowa logistyczna, ktéra mozemy postrzegaé¢ jako rozszerzenie,
a tak wlasciwie po prostu uogélnienie regresji logistycznej. Zauwazmy bowiem,
ze modele regresji logistycznej mozemy traktowaé jako uktad dwdch réwnan:
eXiP

.P(lel):m7

¢ P(Y;=0)=1-PYi=1) = 577

Istnienie dwoch mozliwych stanéw zmiennej wynikowej oznaczato, ze wystarczy-
o nam jedno réwnanie (drugie wynikalo bezposrednio z pierwszego) i tylko jedna
warto$¢ oczekiwana 7 bedaca parametrem rozktadu zero-jedynkowego. Modele
wielomianowej regresji logistycznej sa budowane analogicznie, ale przy m moz-
liwych stanéw potrzebujemy m-1 réwnan, kazde modelujace inny parametr roz-
ktadu wielomianowego. Od tego momentu bedziemy rozwazaé najprostszy przy-
ktad, kiedy zmienna objasniania ma 3 stany (oznaczane jako wartosci 1, 2 lub
3), z czym spotkamy si¢ w rozdziale po$wieconym analizie danych (uogdlnienie
modelu nie jest trudne, ale przy wiekszej liczbie stanéw bardziej problematycz-
na staje sie sama notacja). Stad dostajemy teoretyczny model wielomianowej
regresji logistycznej[2]:

6, X; B
[ ] 7T3(Xi) = P(K = 3) = e"ifeei+1 = exio‘iexiﬁ+1’
. X;
L4 7T2(X7;) = P(Y; = 2) = e"ifZ;iJrl = exio‘i;:’ifhrl’



1 1
ei+efi4+1 — eXiv4eXiB41"

o m(Xi) =P(Yi=1)=

Widzimy, ze nasz model posiada dwa wektory parametréw « i 3, a co za tym
idzie dwa predyktory liniowe 7 i 6. Kazdy powiazany jest z innym réwnaniem.
Podobnie jak przy regresji logistycznej, mozemy pozby¢ sie jednego réwnania,
ktore dostajemy z dwoch pozostatych. Wiaze sie to z wybraniem bazowego stanu
zmiennej objasnianej, ktérym w opisywanym przez nas przypadku jest wartosé
1. Mozemy réwniez przedstawi¢ model w postaci podobnej do tej, ktéra charak-
teryzuje modele klasy GLM:

o log py=y) = 0 = Xif,

° log 71138223 =1 = XiOé.

Znamy juz schemat modelu regresji logistycznej wielomianowej i wiemy, jak
mozemy z jego pomoca szacowaé¢ prawdopodobienstwa przyjecia danego stanu
przez zmienng wynikowa. Wystepuje jednak pewien problem, bowiem potrzebu-
jemy nie tylko wektora zmiennej objasnianej Y i macierzy planu X, ale réwniez
macierzy parametréw {3} o rozmiarze p x 2:

ag Bo

o B

Qp_1 ﬂp—l

Stad bierze sie potrzeba ich estymacji, ktéra powszechnie wykonuje sie metoda
najwiekszej wiarogodnosci. Do tego przydatne jest utworzenie trzech pomocni-
czych zmiennych indykatorowych y,y2, y3, ktore sg zakodowane w nastepujacy
sposob:

o Yi=1=y1; =192 =01ys =0,
o Vi=2=y;;, =0,y =11y3 =0,
¢ Vi=3=y1;=0,y2,=01ys =1
Tym sposobem otrzymujemy nastepujaca postaé¢ funkcji wiarogodnosci, dla kté-

rej szukamy argumentu maksymalizujacego:

n

L(a,b) = [ [l (Xe)""7 - ma(Xi)¥2 - 3 (X))
i=1

Latwiej jest prowadzié obliczenia na funkcji log-wiarogodnosci:

n

l(a,b) = Z[C‘Dz Xia + yzi - Xib — log (1 + %% 4 €Xi)]

i=1
Do znalezienia maksimum potrzebujemy pochodnych czastkowych funkcji log-
wiarogodnosci po kazdym sposréd 2(p + 1) parametréw, a takze wszystkich
istniejacych drugich pochodnych czastkowych. Wynika to z faktu, ze ekstremum
funkcji znajdujemy poprzez odnalezienie miejsca zerowego gradientu funkcji log-
wiarogodnosci, tymczasem jej hesjan musi by¢ ujemnie okreslony, zeby byto to
maksimum. Liczymy te pochodne zgodnie z nastepujacymi wzorami[3]:



ol(a,b
o ML) — S i (yos — m20)]s

° ala(z,;b) = Z?:l[xkl (Y3 — ms4)],

° %if,f?)fl) == Z?:l[‘rli X - T2 (1 — m24)],

. 83215,532? = =2l e mai(1 — 7)),

* 6325%’13) = %le,fglz) =30 [z - T - o - Tl

Niestety, nie jesteSmy w stanie wyprowadzi¢ jawnego wzoru na estymatory pa-
rametréw modelu. Zamiast tego korzystamy z metod numerycznych, tj. metoda
Gradient Descent czy metoda Newtona. Otrzymany z ich pomoca estymator,
bedacy estymatorem najwickszej wiarogodnodci, jest asymptotycznie normalny
z nastepujacymi parametrami rozktadu:

{ab} =" N ({aﬁ}v {_[?XV%](] [>[<XVZ;<>](]} _1>

gdzie Vi, Vo i V3 sa macierzami diagonalnymi rozmiaru n x n, ktérych wyrazy
stojace na gléwnej przekatnej to odpowiednio mo;ms;, ma;(1 — 7a;) 1 w3;(1 — 7s;)
dla i=1, ... , n.

2.3 Metody wyboru regresoréw.

Wiemy juz w jaki sposéb jest zbudowany model wielomianowej regresji logi-
stycznej i rozumiemy, jak wyglada estymacja jego parametréw. Pozostaje jednak
kwestia oceny naszego modelu. Jest to bowiem oczywiste, ze do modelowania
danej zmiennej wynikowej mozemy dobra¢ wiele réznych kombinacji regresoréw
sposréd zbioru posiadanych przez nas zmiennych, a kazda taka kombinacja ozna-
cza inny model do zbudowania. Wybor mozliwych regresoréw moze nastepowacé
juz na poziomie planowania eksperymentu/badania. Alternatywnie, statystyk
moze otrzymaé duzy zbiér zmiennych, ktére badacze zaobserwowali i jego od-
powiedzialno$cia bedzie znalezienie tych, ktére maja istotny wplyw na zmienna
objasniang (co juz samoistnie prowadzi do lepszego zrozumienia badanego zja-
wiska).

2.3.1 Statystyka Deviance i kryteria informacyjne.

Pierwszym narzedziem oceny modelu, jakie opiszemy, jest tzw. statystyka De-
viance. Pozwala ona ocenia¢ dopasowanie modelu do danych, poprzez pordw-
nanie go z tzw. modelem nasyconym (z ang. saturated model). Jest to model
wzorcowy, raczej nie spotykany w praktyce, w ktérym liczba parametréw jest
rowna liczbie obserwacji. Oznacza to, ze dla modelu nasyconego zachodzi row-
no$¢ EY =Y czyli jego predykcje sa catkowicie prawidtowe. Statystyka De-
viance ma nastepujaca postaé[4]:

Deviance(M) = 2 - (I(a,b)° — I(a,b)™)
gdzie:

e M oznacza badany model,



e I(a,b)® to maksimum funkcji log-wiarogodnoéci modelu nasyconego,
e [(a,b)M to maksimum funkcji log-wiarogodnosci badanego modelu.

Statystyka Deviance ma swoje zastosowania, ale jest ograniczona przez jed-
ng powazna wade: w naturalny sposéb preferuje bardziej ztozone modele, czyli
dokladanie regresor6w do modelu (nawet nieistotnych z perspektywy predykeji
zmiennej wynikowej), powigksza wartos¢ tej statystyki. Odpowiedzia na ten pro-
blem sa kryteria informacyjne, tj. AIC' (z ang. Akaike Information Criterion)|5]
oraz BIC (z ang. Bayesian Information Criterion)[6]. Kryteria te, podobnie jak
statystyka Deviance, sa zbudowane w oparciu o funkcje log-wiarogodnosci, ale
zawierajg rowniez ,kare” za zwiekszanie liczby regresorow:

oM

o AIC(M)=—2. U™ | 29"

n )

e BIC(M)=—-2- 1(a,b)M L log (m)-p™

n n

Gdzie:
e 1 to liczba obserwacji,
o p™ to liczba parametréw badanego modelu.

Widzimy zatem, ze w przeciwienstwie do statystyki Deviance, kryteria infor-
macyjne osiagaja wartosci nizsze dla lepszych modeli i skladaja si¢ z dwdch
elementéw: pierwszy jest zwiazany z log-wiarogodnoscia modelu i ocenia jego
dopasowanie do danych, a drugi jest oparty na liczbie parametréw i ocenia pro-
stote modelu, osiagajac wyzsze (i w zwiazku z tym gorsze) wartosci przy nie-
potrzebnym dodawaniu regresoréw. Gléwna réznica pomiedzy kryteriami jest
fakt, ze BIC stosuje bardziej surowsg, kare za zwiekszanie liczby predyktoréw niz
AIC, co skutkuje wybraniem mniejszej liczby zmiennych niezaleznych do mode-
lu. Warto zauwazy¢, ze budowa kryteriéow informacyjnych dobrze reprezentuje
podstawowa idee wyboru modelu, czyli balansowanie dopasowania do danych z
prostota modelu.

Zanim przejdziemy do analizy danych, nalezy poruszy¢ jeszcze jedna kwestie.
Przedstawione dotychczas statystyki sluza nam do oceniania modeli, umozli-
wiajac wybranie najlepszego z nich. Potrzebujemy jednak metod, ktére pozwola
nam w optymalny sposéb przeprowadzi¢ takie porownania modeli, bowiem juz
dla niewielkiej liczby potencjalnych regresoréw istnieje olbrzymia liczba moz-
liwych kombinacji i nie jestedmy w stanie zbudowaé¢ modelu dla kazdej takiej
kombinacji w celu ich poréwnania. Przykladem takiej metody jest tzw. selek-
cja typu Forward[7], ktéra zastosujemy w czesci analitycznej. Metoda ta ma
postaé¢ algorytmu postepowania, w ktérym zaczynamy od zbudowania mode-
lu regresji z samym interceptem i jego oceny z pomoca wybranego kryterium
(np. AIC lub BIC). W nastepnym kroku budujemy p modeli zawierajacych po
jednym regresorze i poréwnujemy z pomocg wybranego kryterium. Pozostaje-
my przy najlepszym z modeli i przechodzimy do kolejnego kroku, w ktérym
tworzymy p-1 modeli, kazdy bedacy rozszerzeniem poprzednio wybranego mo-
delu o jeden z pozostalych regresoréw. Wykonujemy analogicznie kroki az do
znalezienia modelu, dla ktérego wybrane kryterium osiagneto po raz pierwszy
lokalne minimum. W ten sposéb istotnie przyspieszamy proces poréwnywania
potencjalnych modeli w poszukiwaniu najlepszego.



2.3.2 Metoda Lasso.

W trakcie analizy danych przeprowadzonej w nastepnym rozdziale, wykorzy-
stamy jeszcze jedno narzedzie statystyczne- tzw. metode Lasso[8] (Least abso-
lute shrinkage and selection operator). Jest to bardzo kompleksowa metoda,
ktéra prowadzi do uzyskania dobrego kandydata na model na podstawie cate-
go zbioru danych. Polega na nastepujacej idei: znalezienia jak ,najmniejszych”
wektoréw parametréw ([|ally — min A ||8||1 — min), dla ktérych funkcja log-
wiarogodnosci przyjmuje dostatecznie wysoka warto$é (I(a,b) < § dla pewnej
stalej §). Rownowaznie mozemy wyrazié¢ to w nastepujacy sposéb:

p—1
Jpin, (<1000 A X (il + 1)

Uzyskane w ten sposob estymacje parametréw « i 3 sa skonstruowane w taki
Sposob, ze czed¢ parametréw zostaje zupelnie wyzerowana, a pozostale ulegaja
zblizeniu do zera. W zwiazku z tym sugeruja nam ktoére regresory nalezy wlaczy¢
do naszego modelu, a ktére nalezy uznaé za nieistotne.

W praktycznym zastosowaniu metody Lasso kluczowym zagadnieniem jest
wybor optymalnej wartosci A. Zwiekszenie \ prowadzi do otrzymania estyma-
tora parametrow o wiekszej liczbie zer, co ulatwia interpretacje i pozwala na
zbudowanie prostszego modelu. Tymczasem nizsza A zapewnia estymator, kté-
ry jest lepiej dopasowany do danych i doktadniej estymuje wektor parametréw.
Bardzo popularnym i czesto stosowanym wraz z metoda Lasso narzedziem jest
tzw. sprawdzian krzyzowy (z ang. cross-validation)[9]. Jest to algorytm poste-
powania, w ktérym dzielimy zbiér danych na K grup i dla kazdego i € {1,..., K'}
wykonujemy nastepujace operacje:[10]

e i-ta grupa zostaje przypisana jako zbiér testowy, a pozostale K-1 grup
jako zbiér treningowy.

e Na zbiorze treningowym zostaje zastosowana metoda Lasso t razy, dla t
réznych wartosci A z pewnego ustalonego zakresu {1, ..., A\ }.

e Otrzymujemy w ten sposéb t modeli, z pomoca ktérych przeprowadzamy
predykcje danych ze zbioru testowego.

e Dla kazdej wartosci Aj; 7 = 1,...,¢ liczymy Sredni kwadratowy blad pre-
dykcji.

Po zastosowaniu tego algorytmu otrzymujemy warto$é A € {Aq,..., A}, ktéra
jest najbardziej optymalna z perspektywy sredniego kwadratowego bledu pre-
dykcji. Nalezy zaznaczy¢, ze stosowane sa rézne typy sprawdzianu krzyzowego
o roznej wartosci K. W nastepnej czedci wykorzystane zostanie tzw. Leave-one-
out Cross-validation, w ktérym K réwne jest liczbie obserwacji, zatem zbiory
testowe sktadaja sie z doktadniej jednej obserwacji.



3 Analiza danych.

W tej czesci pracy przeprowadzona zostanie analiza danych, pochodzacych z
medycznego badania naukowego. Stanowi ona przyklad praktycznego zastoso-
wania teoretycznych zalozen wielomianowej regresji logistycznej, ktére zostaty
opisane w poprzednim rozdziale. Analiza sktadaé si¢ bedzie z opisu badania i
wykorzystywanego zbioru danych, wyboru regresoréw na podstawie przedsta-
wionych wczesniej metod i porownania modeli pod wzgledem predykcji nowych
danych. Ostatecznie otrzymamy optymalny model, ktéry pozwoli nam wysunaé
pewne wnioski i sugestie skierowane do specjalistow medycznych.

3.1 Opis badania.

Analizowane dane pochodza z badania przeprowadzonego retroaktywnie w la-
tach 2019-2020, pod przewodnictwem F.ukasza Antkowiaka, przez o$rodki me-
dyczne z Katowic, Wroclawia, Gdanska, Sosnowca, Szczecina oraz Hamburga.
Badaniu podlegali pacjenci z zespolem Chiari I. Jest to zespol zwiagzany z uwy-
puklaniem sie migdatkéw moézdzku do otworu wielkiego, co z racji ucisku rdzenia
kregowego i pnia mézgu powoduje objawy zaréwno ciasnoty wewnatrzczaszko-
wej (czyli m.in. béle glowy i porazenia nerwéw czaszkowych) jak i uszkodzenia
rdzenia kregowego (parestezje, dretwienia koficzyn, zaniki mieéniowe, niedowta-
dy). Leczenie polega na wykonaniu tzw. odbarczenia szczytowo-potylicznego,
polegajacego na wycieciu czesci kosci potylicznej (technika PFD - ang. Poste-
rior Fossa Decompression). Jest to podstawowa technika, ktéra czesto poszerza
sie o wszycie do worka oponowego pacjenta fragmentu powiezi (plastyka opo-
ny/duraplastyka) tak, zeby jeszcze bardziej zwiekszy¢é miejsce w czaszce (techni-
ka PFDD - ang. Posterior Fossa Decompression with Duraplasty). Ostatecznie,
najbardziej agresywna technika jest poszerzenie dwéch powyzszych o dodatko-
we usuniecie migdaltkéw mézdzku - czyli tego fragmentu moézgowia, ktéry jest
de facto odpowiedzialny za caly zespét Chiari. Ta technika nazywa sie¢ PFDRT
- ang. Posterior Fossa Decompression with Resection of the Tonsils. Badanie
mialo na celu poréwnanie skutecznosci tych 3 technik: PFD, PFDD i PFDRT,
poprzez obserwowanie stanu pacjentéw po operacji. Tymczasem nasza analiza
skupi sie wylacznie na pacjentach, na ktorych zastosowano technike PFDD lub
PFDRT, a jej celem bedzie zbudowanie modelu przewidujacego stan pacjenta
po operacji na podstawie pewnych niezaleznych zmiennych (wéréd ktérych moze
nie by¢ informacji o stosowanej technice).

3.2 Opis zbioru danych.

Zbiér danych z badania dotyczy 73 anonimowych pacjentéw, ktorzy opisywani
sa z pomocg 31 zmiennych. Pragniemy wykorzysta¢ je do zbudowania modelu
wielomianowe] regresji logistycznej, ktéry pozwoli przewidywaé wynik opera-
¢ji (zmienna objasniana Condition change o trzech mozliwych wartosciach) na
podstawie informacji o danym pacjencie (pewien podzbiér pozostaltych 30 zmien-
nych, czyli naszych regresoréw). Ponizej znajduja sie doktadne opisy wszystkich
zmiennych, a takze tablica ich wzajemnych korelacji:

e Sex - pleé pacjenta oznaczona z pomoca wartoéci 1 (kobieta) i 0 (mezczy-
zna).
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Age - wiek pacjenta w latach.

Syrinz - wystepowanie Syringomyelii, inaczej jamistosci rdzenia - jest to
nagromadzenie ptynu w rdzeniu kregowym, co powoduje ucisk neuronéw
rdzenia kregowego, prowadzac do objawéw typu zaburzenia czucia w kon-
czynach lub niedowlady mieéniowe (1 - tak, 0 - nie).

More than one year - czy objawy do momentu operacji trwaly dluzej niz
rok (1 - tak, O - nie).

Abrupt symptoms occurrence - Czy objawy pojawily sie nagle, czy nara-
staly stopniowo (1 - tak, 0 - nie).

Myelopathic symptoms - Objawy mielopatii - czesto wynikaja z obecno-
Sci jamistosci rdzenia. Sa to objawy sugerujace czesto juz nieodwracalne
uszkodzenie neuronéw rdzenia kregowego - ostabienie migéniowe, dretwie-
nie konezyn, chwiejny chéd (1 - tak, 0 - nie).

Peripheral neuropathy - Objawy neuropatii obwodowej - w tym przypad-
ku oznaczalo to parestezje, czyli nieprawidlowe odczuwanie bodzcéw czu-
ciowych (pieczenie, mrowienie itp). Czesto sa mieszane z objawami mie-
lopatii, ale mielopatia dotyczy rdzenia kregowego, a neuropatia nerwéw
obwodowych (1 - tak, 0 - nie).

Sensory disturbances upper extremities - Zaburzenia czucia w koniczynach
gérnych - typowo brak czucia w danym obszarze, dretwienia konezyn (1 -
tak, O - nie).

Sensory disturbances in lower extremities - Zaburzenia czucia w dolnych
konczynach - tak samo jak w gérnych - brak czucia, dretwienie (1 - tak, 0
- nie).

Motor disturbances upper extremities - Zaburzenia ruchowe w konczynach
goérnych - oslabienie migsniowe, niedowlad (1 - tak, 0 - nie).

Motor disturbances lower extremities - Zaburzenia ruchowe w konczynach
dolnych - podobnie jak w gérnych - niedowlady, ostabienie miesniowe (1 -
tak, O - nie).

Vertigo - Zawroty glowy (1 - tak, 0 - nie).
Nausea - Nudnoscei (1 - tak, 0 - nie).

Headaches - Bole glowy szeroko pojete, bez specyfikacji w ktorej czesci
glowy bdl byl dokladnie zlokalizowany (1 - tak, 0 - nie).

Neck pain - Bél karku - odrézniany od bélu podpotylicznego, bél karku
jako umiejscowiony raczej nisko na karku, tymczasem bol podpotyliczny
dotyczy potylicy i gérnej czesci karku (1 - tak, 0 - nie).

Visual disturbances - Zaburzenia widzenia, typowo mroczki przed oczami,
chwilowa utrata widzenia w jednym oku (1 - tak, 0 - nie).

Tinnitus - Szumy uszne (1 - tak, 0 - nie).
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Nystagmus - Oczoplas (1 - tak, 0 - nie).

Brainstem signs - Objawy pniowe - typowo sa to zaburzenia polykania
(dysfagia) albo zaburzenia mowy (dysartria) (1 - tak, 0 - nie).

Dysphagia - Zaburzenia potykania - objaw pniowy (1 - tak, 0 - nie).

Dyrarthria - Zaburzenia mowy - objaw pniowy, cho¢ nie specyficzny dla
pnia, poniewaz moze wystepowaé tez w uszkodzeniu platu skroniowego
mozgu i innych szlakéw istoty bialej (1 - tak, O - nie).

Pathologic reflexes - Odruchy patologiczne, wzmozone lub ostabione od-
ruchy $ciegniste w konczynach. Swiadcza o uszkodzeniu drég ruchowych
rdzenia kregowego lub nerwéw obwodowych (1 - tak, 0 - nie).

Cerebellar signs - Objawy mézdzkowe, wynikajace z ucisku/uszkodzenia
mézdzku. Sa to zaburzenia réwnowagi, niestabilny chéd, zaburzenia koor-
dynacji (1 - tak, O - nie).

Cranial nerves deficits - Zaburzenia nerwéw czaszkowych, czyli nerwow
unerwiajacych obszar glowy i szyi. Sa to np. zaburzenia czucia na twarzy,
porazenie mies$ni twarzy, brak czucia smaku, opadanie powieki, zez (1 -
tak, O - nie).

Incontinence - Nietrzymanie moczu - rzadki objaw, raczej wynikajacy z
obecnosci zakotwiczenia rdzenia (ang. tethered cord) niz z Chiari. Speku-
luje sie, ze zakotwiczenie rdzenia poprzez pociaganie rdzenia kregowego w
dot moze powodowaé zesp6l Chiari I. Raczej objawy nietrzymania moczu
nie sa czeste w Chiari (1 - tak, 0 - nie).

Sleep apnea - Bezdech senny - réwniez mozna go zaliczy¢ do objawow
pniowych, gdyz Swiadczy o zaburzeniach w obrebie oérodka oddychania w
pniu mézgu (1 - tak, 0 - nie).

Arrhytmias - Zaburzenia rytmu serca, ktére moga wynikaé z ucisku pnia
mozgu, gdzie znajduje sie oérodek kontrolujacy krazenie krwi (1 - tak, 0 -
nie).

Scoliosis - Boczne skrzywienie kregostupa (1 - tak, 0 - nie).

Hydrocephalus - Poszerzenie uktadu komorowego na skutek zaburzenia
przeplywu plynu mézgowo-rdzeniowego z ukladu komorowego do prze-
strzeni podpajeczynowkowej. Na skutek ucisku drogi odptywu ptynu mézgowo-
rdzeniowego z komory czwartej dochodzi do gromadzenia si¢ go w komo-
rach i ich poszerzenia, co nazywamy wodoglowiem (1 - tak, 0 - nie).

PFDD/PFDRT - Zastosowana technika operacyjna, PFDD (warto$¢ 1)
lub PFDRT (wartosé¢ 0). Typowy przebieg pierwszej ma nastepujaca po-
staé: pacjent lezy na stole operacyjnym na brzuchu, z glowa umocowana
w ramie Mayfielda (metalowa rama z 3 bolcami do umocowania czasz-
ki). Glowa jest odgieta lekko w d6l. Mozna tez operowaé z pacjentem w
pozycji siedzacej, ale to zwigksza ryzyko zatoru powietrznego podczas ope-
racji. Potem nacina sie skére na potylicy (ok. 5 cm). Odciaga sie na bok
mieénie, nawierca wiertarka szybkoobrotows 1-2 otwory w kosci potylicy
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i taczy je druga wiertarka - kraniotomem. Po zdjeciu kosci czaszki - ok
3x4 cm mozna zakonczy¢ operacje - jest to technika PFD. Aby zrobi¢ z
PFD technike PFDD, nalezy naciaé¢ opone twarda w ksztalcie litery Y
oraz wszy¢ w to naciecie opone syntetyczna lub powiez wlasng pacjenta
(np. powieZ szeroka uda/czepiec Sciggnisty na glowie). Natomiast w tech-
nice PFDRT wykonuje si¢ analogiczne czynnosci, ale po nacigciu opony
twardej wchodzi sie¢ narzedziami do worka oponowego i usuwa si¢ migdatki
mozdzku, ktére powoduja ucisk pnia mozgu, a takze utrudniaja odplyw
plynu mézgowo-rdzeniowego z komory czwartej do przestrzeni podpaje-
czynéwkowej. W ten sposéb usunigcie migdatkéw moézdzku prowadzi do
odtworzenia prawidlowego przeptywu plynu moézgowo-rdzeniowego oraz
redukuje ucisk pnia mézgu. Po usunieciu migdatkéw mozdzku wykonuje
sie plastyke opony twardej, tak jak przy PFDD. Potem zszywa si¢ mie$nie
i skére, ale bez ponownego przymocowania kosci, ktére byloby sprzeczne
z podstawowym celem techniki - zwigkszeniem miejsca w jamie czaszki.

Condition change - zmienna oceniajaca wyniki operacji (1 - pogorszenie
stanu, 2 - brak zmian, 3 - poprawa stanu pacjenta).
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Rysunek 1: Tablica korelacji.

Widzimy, ze korelacje pomiedzy zmiennymi sa generalnie niewielkie z nie-
licznymi wyjatkami, ktore nie daja jednak silnych podstaw do obaw przed wy-
stapieniem zjawiska multikolinearnosci.

3.3 Wybor regresoréw.

Podstawowym problemem do rozwiazania jest odpowiednie dobranie regreso-
row. Widzimy bowiem, ze mamy do czynienia ze stosunkowo niewielky liczba
obserwacji, zwlaszcza w pordéwnaniu z liczba zmiennych. Proporcje te moga
prowadzi¢ do wystapienia mocno niepozadanego zjawiska: nadmiernego dopaso-
wania modelu do danych (ang. Overfitting), ktére polega na tym, ze model silnie
dopasowuje sie do danych, na podstawie ktorych zostal zbudowany, w zwiazku
z czym wykazuje stabe wtasnosci predykcyjne na nowych danych. Owverfitting
nie tylko oznacza, ze model nie spelnia dobrze zalozonych przez nas celow, ale
utrudnia réwniez estymowanie parametréw regresji z pomoca metod numerycz-
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nych. W przypadku naszego zbioru danych zjawisko to jest na tyle mocne, ze nie
jesteSmy w stanie zbudowaé modelu zawierajacego wszystkie regresory. Do wy-
boru regresoréw wykorzystamy metody opisane w czesci teoretycznej, z pomoca,
ktérych uzyskamy trzech kandydatéw.

Pierwszy model konstruujemy przy pomocy metody Lasso w oparciu o spraw-
dzian krzyzowy typu Leave-one-out. Metoda dokonala selekcji dwdch regreso-
réow: Abrupt symptoms occurrence oraz Motor disturbances lower extremities.
Nastepnie dwukrotnie przeprowadzamy selekcje typu Forward, z uzyciem kry-
terium AIC oraz kryterium BIC:

Krok | AIC | BIC
0 144 148
1 133 142
2 131 144
3 129 147
4 128 | 151.8
5 124 | 151.9
6 123 156
7 120.3 | 157
8 120.6 | 161

Na kandydatéw wybieramy te modele, dla ktérych wartosci kryteriow przy-
jely po raz pierwszy minimum lokalne. W przypadku AIC osiagneliémy to mi-
ninum w kroku siédmym, a w przypadku BIC juz w kroku pierwszym. W ten
sposéb otrzymujemy wszystkich kandydatow, ktérych w dalszej czeéci bedziemy
poréwnywaé¢ w poszukiwaniu najlepszego modelu:

e Model Lasso - Abrupt symptoms occurrence, Motor disturbances lower
extremaities,

e Model AIC - Motor disturbances lower extremities, Sensory disturbances
in lower extremities, Abrupt symptoms occurrence, Dysphagia, Neck pain,
Syrinz, Incontinence,

e Model BIC - Motor disturbances lower extremities.

3.4 Porownanie modeli.

Poréwnanie modeli rozpoczniemy od przedstawienia ich podstawowych cech w
postaci tabel, zawierajacych predyktory modelu, estymacje ich parametréw (a,
b) oraz odchylenia standardowe tych estymatoréw (o(a), o(b)), a takze wartosci
statystyk pomagajacych w ocenie modelu: Deviance, AIC' i BIC':
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Tabela 1: Parametry modelu Lasso.

Zmienna a o(a) b o(b)
Intercept 1.25 | 0.60 | 2.39 | 0.55
Motor disturbances lower extremities | -2.04 | 0.87 | -2.60 | 0.77
Abrupt symptoms occurrence -1.34 | 1.02 | -1.98 | 0.94
Tabela 2: Parametry modelu AIC.
Zmienna a o(a) b o(b)
Intercept 3.54 1.32 4.19 1.28
Dysphagia -39.56 | 0.01 -2.74 1.66
Incontinence 28.24 0.70 26.63 | 0.70
Neck pain 26.22 | 793.47 | 11.75 | 733.30
Abrupt symptoms occurrence -3.50 1.59 -3.53 1.32
Syrinz -3.28 1.37 | -1.98 1.24
Sensory disturbances in lower extremities | -1.58 1.40 0.03 0.95
Motor disturbances lower extremities -1.16 1.19 -2.42 0.97

Tabela 3: Parametry modelu BIC.
Zmienna a o(a) b o(b)
Intercept 0.96 | 0.53 | 2.03 | 0.48
Motor disturbances lower extremities | -2.05 | 0.85 | -2.62 | 0.73

Tabela 4: Statystyki modeléw.

Model Deviance AIC BIC
Model Lasso | 121.0708 | 133.0708 | 146.8136
Model AIC | 88.30463 | 120.3046 | 156.952
Model BIC 125.6929 | 133.6929 | 142.8548

Widzimy, ze model LASSO i model BIC sg bardzo zblizone. Zbudowane sa
na bardzo niewielu regresorach i maja stabilne estymatory parametrow. Wyka-
zuja rowniez nizsze wartosci kryterium BIC od trzeciego modelu. Tymczasem
model AIC stanowi rozszerzenie pozostalych modelow o dodatkowe predykto-
ry, dzieki ktorym wykazuje istotnie nizsza wartosé¢ statystyki Deviance, ale w
zamian za to niektdére estymatory jego parametréw sa dosyé niestabilne (przy
zmiennej Neck pain widzimy olbrzymie odchylenia standardowe).

Najwazniejszym zadaniem naszego modelu jest sprawne przewidywanie zmien-
nej objasnianej na podstawie nowych danych. Dlatego do podjecia finalowej
decyzji odnosnie wyboru najlepszego modelu potrzebny nam jest treningowy
i testowy zbidér danych. W tym celu wybieramy losowo 80% obserwacji z pel-
nego zbioru w taki sposéb, zeby zachowaé strukture danych, czyli oryginalne
proporcje wszystkich trzech stanéw zmiennej objasnianej (1 - 14 obserwacji, 2 -
16 obserwacji, 3 - 43 obserwacje). Otrzymujemy tym sposobem zbidr treningo-
wy, na podstawie ktérego bedziemy konstruowaé¢ modele. Za to pozostate 20%
danych tworzy zbiér testowy, bedacy zrédltem nowych danych. Posiadajac te
podzbiory danych, mozemy dokonaé¢ poréwnania modeli pod wzgledem trzech
wartosci:

e Training Prediction, czyli procent prawidtowych predykcji danych ze zbio-
ru treningowego, z pomocg modelu zbudowanego na zbiorze treningowym
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(czyli sytuacja, kiedy model przewiduje ,znajome” dane),

e Test Prediction, czyli procent prawidtowych predykcji danych ze zbioru
testowego, z pomoca modelu zbudowanego na zbiorze treningowym (czyli
sytuacja, kiedy model przewiduje nowe dane),

e Average Prediction, czyli srednia wartos¢ Test Prediction, uzyskana po-
przez powtérzenie procesu losowego podzialu pelnego zbioru danych na
zbiér treningowy i testowy 10000 razy (przy czym regresory w modelach
pozostaja takie same, nie wykonujemy ponownie wyboru regresoréw re-
gresja typu Forward ani metoda Lasso).

Model Training Prediction | Test Prediction | Average Prediction
Model Lasso 66.67% 56.25% 58.14813%
Model AIC 78.95% 62.5% 63.08937%
Model BIC 66.67% 56.25% 61.77875%

Na powyzszej tabeli widzimy, ze nasze modele radza sobie dosy¢ dobrze z pre-
dykcja zar6wno nowych danych, jak i estymacja danych, na podstawie ktérych
zostaly skonstruowane. Zauwazy¢ mozemy, ze modele Lasso i BIC' osiagnely
bardzo podobne wyniki i dopiero uéredniona predykcja wskazuje ten drugi jako
lepszy. Na tym etapie najlepszy wydaje sie jednak model AIC.

Na koniec poréwnania przyjrzymy sie dokladniej przecietnej predykcji, kto-
ra informuje nas o tym, jak dobrze model przewiduje nowe dane, ale nie jest
mocno uzalezniona od pojedynczo wylosowanego zbioru treningowego i testo-
wego. Dla kazdego modelu przedstawimy macierz rozmiaru 3x3, ktorej element
z i-tego wiersza i j-tej kolumny przedstawia przecietny procent predykcji stanu
j-tego, kiedy prawdziwy jest stan i-ty. Jest to tzw. tabela pomytek w ujeciu
procentowym, w ktérym wartosci w kazdym wierszu sumuja sie do 100%.

Tabela 5: Procentowa tabela pomylek modelu Lasso.

Przewidziany stan 1

Przewidziany stan 2

Przewidziany stan 3

Prawdziwy stan 1 50.15% 1.33% 48.52%
Prawdziwy stan 1 16.75% 0.01% 83.24%
Prawdziwy stan 1 12.54% 0.75% 86.72%

Tabela

6: Procentowa tabela pomytek modelu AIC.

Przewidziany stan 1

Przewidziany stan 2

Przewidziany stan 3

Prawdziwy stan 1 61.01% 1.86% 37.13%
Prawdziwy stan 2 6.55% 23.51% 69.45%
Prawdziwy stan 3 9.87% 8.76% 81.38%

Tabela

7: Procentowa tabela pomylek modelu BIC.

Przewidziany stan 1

Przewidziany stan 2

Przewidziany stan 3

Prawdziwy stan 1 64.23% 0% 35.77%
Prawdziwy stan 2 18.76% 0% 81.24%
Prawdziwy stan 3 11.61% 0% 88.39%
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Zauwazy¢ mozemy, ze wszystkie modele dokonujg najdoktadniejszej predyk-
cji w sytuacji, gdy prawdziwa warto$¢ zmiennej wynikowej wynosi 3 (popra-
wa stanu pacjenta). Troche gorzej, ale nadal zadowalajaco radzg sobie z pra-
widlowym przewidywaniem stanu 1 (pogorszenie stanu pacjenta). Tymeczasem
wylacznie model AIC jest w stanie przewidywaé stan 2 (brak zmian stanu pa-
cjenta), chociaz procent prawidlowych predykcji jest niski. Dosyé zaskakujacy
wynik mozemy dostrzec w przypadku modelu BIC, ktéry zupelnie pomija ten
stan zmiennej objasnianej. Moze to wynika¢ z wystepowania tylko jednego re-
gresora w modelu i zdaje sie wskazywaé, ze bylby to potencjalnie dobry model
regresji logistycznej (co wymagaloby oczywiscie przeksztalcenia przewidywanej
zmiennej na binarna).

Po doktadnym poréwnaniu predykcyjnych zdolnoéci kandydatéw, za najbar-
dziej optymalny mozemy uzna¢ model AIC. Warto zaznaczyé, ze model BIC
wykazuje podobne wlasciwosci i jest prostszy ze wzgledu na mniejsza liczbe
regresoréw, ale wyklucza go niezdolno$¢ do predykeji braku zmian w stanie pa-
cjenta po operacji. W nastepnym rozdziale zajmiemy si¢ opisaniem wnioskéw,
ktore mozemy wyciagnaé na podstawie powyzszych informacji oraz wybranego
modelu. Wpierw jednak poruszymy pewna kwestiec. W trakcie naszej analizy
wielokrotnie zaznaczana byla istotno$é¢ przebadania modeli pod katem ich zdol-
noéci predykcyjnych dla nowych danych. Stad brata sie potrzeba stworzenia
zbioru treningowego i testowego. W trakcie poszukiwania wstepnych kandyda-
téw na model zastosowaliSmy jednak metody wyboru regresoréw na pelnym
zbiorze danych, co moze wydawaé sie sprzeczne z intuicja czy powszechnymi
praktykami. Zauwazmy, ze metody te stanowity jedynie pewne ukierunkowanie
w celu przyspieszenia analizy. Hipotetycznie mozna by skonstruowaé na podsta-
wie zbioru treningowego wszystkie mozliwe modele, ktérych bytoby 23° (tyle co
podzbioréw calego zbioru regresoréw), a nastepnie poréwnaé je pod wzgledem
zdolnosci predykcyjnych. Wsréd badanych modeli znalaztyby sie oczywiscie row-
niez te, ktére uzyskaliSmy w trakcie naszej analizy. Warto rowniez zaznaczyd,
ze w przypadku wielu zbioréw danych zastosowanie metod wyboru regresoréw
moze dawacé takie same wyniki na podstawie pelnego zbioru danych, jak i zbio-
ru treningowego. W naszym przypadku jednak liczba obserwacji jest na tyle
niewielka, ze zignorowanie 20% z nich moglo doprowadzié¢ do utraty istotne;
informacji, prowadzac do uzyskania gorszych kandydatéw na model. Uwaga ta
dotyczy przede wszystkim kryteriow AIC i BIC, ale analogicznie potraktowana
zostala metoda Lasso w celu zachowania zgodnoéci. Oznacza to, ze po jedno-
razowym zastosowaniu jej na pelnym zbiorze danych, w trakcie dalszej analizy
konsekwentnie konstruowaliémy modele na podstawie dwdch regresoréw, ktore
wybraliSmy na samym poczatku.
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4 Whnioski.

Wybrany przez nas model wskazuje nam zmienne, ktére wystarczajaco dobrze
przewiduja stan pacjenta po operacji. Sa to zmienne informujace o symptomach
pacjenta: zaburzenia czucia i zaburzenia ruchowe w dolnych konczynach, jami-
sto$¢ rdzenia (Syringomyelia), bol karku, zaburzenia polykania oraz nietrzyma-
nie moczu, a takze zmienna informujaca o naglosci wystapienia symptoméw.
Estymatory parametréw pokazuja, ze najwickszy wplyw na otrzymang predyk-
cje maja zmienne Dysphagia, Neck pain (przy tym regresorze nalezy jednak
zaznaczy¢ bardzo duze odchylenie estymatora, ktére moze znieksztalcaé wycia-
gane wnioski) oraz Incontinence, a pozostale zmienne maja mniejszy, choé¢ na-
dal istotny wplyw. Otrzymany przez nas model kaze nam réwniez wnioskowad,
ze odrzucone zmienne nie byly wystarczajaco istotne do przewidywania wyni-
ku operacji, co w szczegdlnosci sygnalizuje brak zauwazalnych réznic pomiedzy
wykorzystaniem techniki PFDD oraz PFDRT w tym kontekscie. Podobnie ma-
o istotne wydaja si¢ takie informacje jak pte¢ i wiek pacjenta, a takze czas
wystepowania objawow.

Efektem calej naszej analizy jest konkretny model regresji, dzigki ktéremu
mozemy osobno szacowaé prawdopodobienstwa poprawy, braku zmian lub po-
gorszenia dlugoterminowego stanu pacjenta po operacji na podstawie dowolnej
kombinacji regresorow. W ten sposéb utworzone zostaly tabele predykcji, ktore
znajduja si¢ w ostatnim rozdziale. Pierwsza zawiera zbidr wartosci predykto-
row, dla ktérych operacja jest mocno zalecana, bowiem szansa na poprawe jest
bardzo wysoka przy malym prawdopodobienstwie innych wynikéw. Druga ta-
bela zawiera kombinacje regresoréw, dla ktorych istnieje jednoczesnie wysokie
prawdopodobienstwo sukcesu, ale réwniez dos¢ duza szansa pogorszenia sta-
nu pacjenta. Trzecia tabela zawiera kombinacje, dla ktérych mocno odradza
sie przeprowadzenie operacji, tymczasem w ostatniej tabeli znajduja si¢ kom-
binacje, przy ktorych zaréwno prawdopodobienstwo pogorszenia jak i poprawy
stanu pacjenta sg bardzo niskie, a najbardziej prawdopodobny jest brak zmian.
Sytuacja ta nakazuje przeanalizowaé, czy przeprowadzenie operacji jest warte
inherentnemu ryzyku, ktore wiaze si¢ z kazdym zabiegiem medycznym.

Na sam koniec niniejszej pracy zaznaczy¢ nalezy ograniczenia uzyskanych
wynikéow. Cata analiza danych oparta byla na stosunkowo malym zbiorze da-
nych, ktéry moze niedoktadnie reprezentowaé wieksza populacje. Nawet najbar-
dziej optymalny ze znalezionych modeléw jest obarczony istotnym bledem pre-
dykcji, a w szczegdlnosci otrzymana macierz przecietnych predykcji wykazuje,
ze nasz model najlepiej radzi sobie, kiedy prawdziwg wartoécia zmiennej obja-
$nianej jest poprawa stanu pacjenta (co nie jest zaskakujace, majac na uwadze
proporcje wszystkich trzech stanéw). Oznacza to, ze przedstawione w poprzed-
niej sekcji estymacje prawdopodobienstw sa skrzywione w kierunku poprawy
stanu i przedstawiaja operacje jako bardziej pomyslne, niz w rzeczywistosci.
Stad najbardziej cenne informacje mozemy wyciagna¢ z tabeli kombinacji re-
gresordéw, dla ktorych odradza si¢ operowanie. Nalezy réwniez zaznaczy¢, ze
jeden z estymatoréw parametréw naszego modelu wykazuje bardzo wysoka wa-
riancje, co obarcza model dodatkowym bledem. Ze wszystkich tych powodéw
zalecane jest przeprowadzenie kolejnych badan na temat zespotu Chiari I oraz
technik PFDD i PFDRT, w szczegdlnosci badan o wigkszej liczbie obserwacji.
Intencja niniejszej pracy jest nadanie wstepnego kierunku tym badaniom i dal-
szym analizom, a takze dostarczenie specjalistom medycznym informacji, ktore
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pomoga w podejmowaniu decyzji o przeprowadzeniu operacji.
5 Tablice predykcji.

Rysunek 2: Symptomy, dla ktérych jest wysokie prawdopodobienstwo poprawy.
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Rysunek 3: Symptomy, dla ktérych jest wysokie prawdopodobienstwo poprawy
(kont.).
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Rysunek 4: Symptomy, dla ktérych jest wysokie prawdopodobienstwo zaréwno
poprawy jak i pogorszenia.
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Rysunek 6: Symptomy, dla ktorych jest wysokie prawdopodobienstwo braku
zmian.
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Rysunek 7: Symptomy, dla ktorych jest wysokie prawdopodobienstwo braku
zmian (kont.).

i

Motor, Sensory Abrupt symptoms, Dysphagia v Neck pain ™ Syrinx " [ncontinence v Pogorszenie "

Brak_zmian T Poprawa T

A A A A
U U u U

1] I 1] 1

24



Literatura

[1]

[10]

S. H. Walker and D. B. Duncan, “Estimation of the probability of an event
as a function of several independent variables,” Biometrika, vol. 54, no. 1/2,
pp. 167-179, 1967.

J. Engel, “Polytomous logistic regression,” Statistica Neerlandica, vol. 42,
no. 4, pp. 233-252, 1988.

D. W. Hosmer and W. David, “Stanley lemeshow, rodney x. sturdivant,”
Applied logistic regression, 2013.

P. X.-K. Song and P. X.-K. Song, Correlated data analysis: modeling, ana-
lytics, and applications, vol. 1. Springer, 2007.

H. Akaike, Information Theory and an Extension of the Mazximum Likeli-
hood Principle, pp. 199-213. New York, NY: Springer New York, 1998.

G. Schwarz, “Estimating the dimension of a model,” The Annals of Stati-
stics, vol. 6, no. 2, pp. 461-464, 1978.

A. Ralston and H. S. Wilf, “Mathematical methods for digital computers,”
tech. rep., 1960.

R. Tibshirani, “Regression shrinkage and selection via the lasso,” Journal
of the royal statistical society series b-methodological, vol. 58, pp. 267288,
1996.

D. M. Allen, “The relationship between variable selection and data agu-
mentation and a method for prediction,” Technometrics, vol. 16, no. 1,
pp. 125-127, 1974.

T. Hastie, R. Tibshirani, and M. Wainwright, “Statistical learning with
sparsity,” Monographs on statistics and applied probability, vol. 143, p. 143,
2015.

25



