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Tytul pracy §1 Wstep

§1 Wstep

Podczas przeprowadzek, kupna nowych mebli czy tez remontéw, mozemy natknaé sie
na utrudnienia podczas przenoszenia wielkogabarytowych sprzetéw. Problemem moze
by¢ przejscie przez futryne, czy tez zakrecenie meblem w korytarzu. Matematyk Leo
Mosera w 1966 |1] sformutowal problem przesuniecia sofy. Zagadnienie przesuniecia me-
bla zostalo uproszczone do poziomu dwuwymiarowego. W tym nierozwigzanym do dzis
zadaniu, mamy korytarz o szerokosci 1 jednostki, w ksztalcie litery L. Poszukujemy
takiego ksztaltu sofy, ktérg mozna przesungé w takowym korytarzu, a jej pole bedzie
najwicksze. Pierwszg nasuwajaca sie mozliwoscig jest kanapa w ksztalcie pétkola. Jej
pole oczywiscie jest réwne 7 = 1,570796. Dla lata pézniej John Hammersley zapro-
ponowal rozwigzanie o polu w przyblizeniu réwnym okolo 2,207416. Jego propozycja
sktadata si¢ z dwéch éwiartek kota rozdzielonych prostokatem o wymiarach 1 x %. Do-
datkowo aby umozliwi¢ przesuniecie sofy w takowym korytarzu, w prostokacie wycigl
on poétkole o promieniu % W 1992 roku Joseph Gerver [2| skonstruowatl sofe sktadajaca
sie z 18 krzywych o polu ~ 2,219532. Ilustracje obrazujace propozycje zaproponowane
przez tych naukowcéw mozemy zobaczy¢ ponizej.

XV XV 1

Rysunek 1.1: Ksztalty sof zaproponowane przez Hammersley’a (po lewej) i Gever’sa (po prawej)
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Rysunek 1.2: Przesuwanie rombu http://www.math.uni.wroc.pl/~“gismat/Roksana.gif
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Tak jak wspomnialam wczesniej problem ten nadal zostaje otwarty. Inspirujac sie
tym zagadnieniem, co prawda nie postaramy sie udowodnié, ze istnieje sofa o wiekszym
polu, jednak zainspirujemy sie tym tematem.

Bedziemy przesuwac¢ po korytarzach kilka obiektow geometrycznych. Rozwazymy:
odcinek, prostokat i romb.

Opisze méj wkiad w pracy, wzgledem literatury.

e W problemie przesuwania odcinka w rozdziale 2.3 rozwazam bardzo nietypowy
korytarz, w ktérym maksymalna dlugosé¢ odcinka wynosi v/3.

e W problemie przesuwania prostokata o krétszym boku ¢ = 1 (rozdziat 3), rozwazam
przypadek a = 5 i b = 1, w ktérym da si¢ jawnie obliczyé maksymalng diugosé
boku, wynoszaca

1
5( 97+40\/1_0—5) ~ 4.97.

e W rozdziale 4 rozwazamy nowy problem, nie pojawiajacy sie dotychczas w litera-
turze, maksymalizacji pola rombu:

jakie jest maksymalne pole rombu, ktéry da sie przesunaé przez prostokatny
korytarz, o szerokosciach a i b?

W przypadku a = b odpowiedzig jest kwadrat i pole wynosi a?. Przypadek a # b
jest trudny. Nie udalo mi si¢ znalezé¢ zwartego wzoru, jednak liczne eksperymenty
obliczeniowe doprowadzily do sformulowania hipotezy 4.1, opisujaca taki romb o
maksymalnym polu.

W pracy inspiruje si¢ literatura, np. [3, 4, 5].
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§2 Przesuwanie odcinka

W tym rozdziale zajmiemy si¢ poszukiwaniem maksymalnej dtugosci odcinka mozliwej
do przemieszczenia przez zadany korytarz.

2.1 Klasyczny problem przesuwania odcinka

Zacznijmy od sytuacji, gdy dwa korytarze kolejno o szerokosci a i b przecinajg si¢
pod katem prostym. Poszukujemy najdluzszego patyka o nieznacznej szerokosci, ktory
mozna przesungé¢ wzdluz zakretu.

1o

Rysunek 2.1: Przesuwanie odcinka

Nasza prébe przesunigcia obiektu mozemy zaczaé od pionowego przesuwania pa-
tyka do momentu styku z gérng krawedzia korytarza. Nastepnie przytrzymujac sie
prawej krawedzi obracamy go o kat 90° w prawg strong. Moment w ktérym linia
moze utkngé wystepuje, gdy konce opieraja si¢ o dwie odlegle $ciany, a srodek dotyka
wewnetrznego naroznika. Zatem szukana maksymalna dlugosé patyka, bedzie minimalng
jego diugoscig, w takowych polozeniu.

Jako L oznaczymy dlugo$é patyka. Bedzie to funkcja kata ostrego . Na rysunku
pomocniczym 2.2, ktéry pomoze nam wyprowadzi¢ szukany wzor.

y/f}b

Rysunek 2.2: Wyznaczanie dlugosci odcinka

Z zalozen kat a € (0°,90°). Wiedzac, ze a + 5 + 3 = 7, dostajemy, iz 8 = § — a.
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Podstawowa trygonometria daje nam:
a b b b

xr = —_= —_= = .
sina’ 7 sinff sin(f —a) cosa

Caly problem sprowadza sie do wyliczenia minimum ponizszej funkcji:

a b

Lla)=2c+y = — :
sina  cosa

Pamietajac, ze a i b sg liczbami dodatnimi oraz o € (0°,90°), wyliczamy pochodna
funkcji L:

dL , a b\’ a \' b\’ acosa  bsina
o) =La) ==+ = (=) + = L=
do sina  cosa sin «v cos « sina cos?

Nastepnie poszukujemy punktéw stacjonarnych:

L'(a)=0

bsinae  acosa

cos? « sin? o
bsin® a = acos® a

3

sin” « a
cos>a b
sin « ,/a
CcoS v b
,ja
tana = ¢/ —.
b

Nasza funkcja L ma punkt stacjonarny oy = arctan({’/%). Korzystajac z jednego z
powyzszych réwnan oraz z jedynki trygonometrycznej uzyskujemy:

sin®(ag) (g)g
cos?(ag)  \b

1 —cos®*(ag) (g)g
cos?(ag)  \b

1 — cos®(ag) = (%) ¢ cos®(ay)
cos”(ayp) ((%)3 + 1) =1

b3

cos*(ag) = —
a3 + b3
cos() = -

6 2.1 Klasyczny problem przesuwania odcinka
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Analogicznie, rozpisujac cos?(ap) = 1 — sin*(ay), dostajemy:

W=

sin(ag) = L

\/ag—i-b%.

Zatem minimum funkcji osiggane dla oy jest rowne:

a b a 2 2 b 2 2
L = = —\/a3 +b3 +—1\/a3 +b3 = 2.1
(20) sin(ayp) * cos(ap) @3 o bs o (2.1)
2 2 abs + bas 2 2, 2 2 2 2.3
=1/a3 + b3 T =1\/a3 +b3(a3 4+03) = (a® + b3)2. (2.2)
ab)3

2.2 Przypadek, gdy a =0

Rozwazmy teraz specjalny przypadek, gdy a = b. Korzystajac z wczesniejszych wy-
liczeni (2.2), mozemy wyliczy¢ moment osiagniecia minimum:

g = arctan (i’/%) = arctan(l) = %

N a a
L(ag) = L (Z) =+ =2V%

2 2

dla odcinka dlugosci :

S

1

Y

Ponizej mozemy si¢ przyjrze¢ wykresowi funkcji a — L(a) = sin(a)™t + cos(a)~
ae(0,3),daa=b=1.

10+

41
20

(0,0 (0,71/2)
? D:5 1.‘0 1‘.5 l

Rysunek 2.3: Przypadek dlaa=0=1

2.2 Przypadek, gdy a = b 7



§2 Przesuwanie odcinka Tytut pracy

2.3 Nietypowy korytarz

Przyjrzymy sie teraz szczegélnemu rodzaju korytarza, ktory ukazany jest na rysunku
2.4.

015 1:0 1.5 C 2:0 25 3.0
Rysunek 2.4: Przesuwanie odcinka w nietypowym korytarzu

Pierwsza cze$é korytarza ma stalg szerokosé réwng 1 jednostce. Druga czesé zaczy-
na sie szerokoscig rowng 1. Wewnetrzna sciana idzie pod katem 45° do poprzedniej
czescl przejscia(pomarariczowa potprosta). Ta zewnetrzna tworzy jednak tuk po prostej
o wzorze y = 5> (gorna, niebieska cz¢s¢ wykresu). Dodatkowo na rysunku 3 zaznaczo-

ne sg trzy punkty. Punkt A ma wspdhrzedne (x, ﬁ), punkt B(1,1), a punkt C(¢,0).
Zapisujac wspéhrzedne pierwszego punktu w zaleznosci od y dostaniemy A(2 — %, ).
Zgodnie ze wczesniejszym schematem, poszukujemy najkrétszej diugosci odcinka AC'.
Aby ja obliczyé¢, zaczniemy od zapisania pierwszej wspohrzednej punktu C' za pomocy
V.

Aby wyznaczy¢ wartos¢ wspéhrzednej t, skorzystamy z faktu, iz wektory BA i AC
sg wspoétliniowe. Wyznacznik tych dwéch wektorow musi zwréci¢ wartosé réwng 0.

t—1 x—1
‘ 1 y_l’—(t—l)(y—1)+x—1—ty—t—y+m—()
Przeksztalcajac, chcge wyznaczyé t otrzymujemy:
t_y—x_y—%_yQ—Zy—i-Q
y—1  y-1 -y

Mozemy teraz przej$é¢ do obliczenia dhugosci d odcinka AC"

2 yt— 23 + 22 — 4y + 4
F=2---tP+y-0°=@Fy---"—F5 ) +y'= :
Y y ¥ -y (y —1)2
gdzie y > 0(z racji umiejscowienia punktu A w pierwszej é¢wiartce uktadu wspétrzednych).
Liczac pochodng kwadratu dhugosci AC' dostajemy:

4 3 2
yr =3y’ + 3y — 2
(d*)'(y) = 2
(y—1)°

8 2.3 Nietypowy korytarz
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Po krétkich obliczeniach dostajemy, iz:

(d2)’(y0) =0dla yo = 1+2\/51-

Dodatkowo po podstawieniu otrzymujemy:

dQ(yo) =3, d(w) = V3.

Zatem najdluzszy odcinek, ktéry mozemy przeprowadzi¢ przez taki korytarz ma
dlugosé v/3 i jest ona ukazany na rysunku ponize;.

20 25 3.0

Rysunek 2.5: Najdluzszy odcinek mozliwy do przemieszczenia w nietypowym Kkorytarzu

Podamy kod w Mathematice.

Inttps://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio

2.3 Nietypowy korytarz 9
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kod 1

punkt[s_, x_, y_] := Graphics[{PointSize[s], Point[{x, y}]1}]
odc[x_, y_, s_, t_] := Graphics[Line[{{x, y}, {s, t}}]1]
NnO = 3;
fily_ ] =1 - 1/(2 y~(1/2))
£0ly_1 := f1ly] - £1[1]
Manipulate [Show[
ParametricPlot [{fO[y], y}, {y, 1, NnO}],
ParametricPlot [{{x, 1}, {x, x}, {2 x - 2, 0}}, {x, 1, NnO}],
ParametricPlot[{0, y}, {y, 0, 1}],
punkt[0.02, fOlyl, yl,
punkt[0.02, 1, 1],
punkt[0.02, (y - foly]l)/(y - 1), 0],
odc[fOlyl, y, (y - folyl)/(y - 1), 01,
PlotRange -> {{0, NnO}, {0, NnO}}, Axes -> True,
AxesOrigin -> Automatic], {y, 1.001, NnO}]
Plot[(fOly]l - (y - fOolyl)/(y - 1)~2 + y~2, {y, 1, NnO}]
(f0lyl - (y - foly]l)/(y - 1))°2 + y"2 // Expand // FullSimplify
Minimize [{(£f0[y]l - (y - fOlyl)/(y - 1))"2 + y°2, y > 1}, yl //
FullSimplify // ToRadicals

Listing 1: Przesuwanie odcinka w nietypowym korytarzu

10 2.3 Nietypowy korytarz
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§3 Przesuwanie prostokata

Teraz rozwazymy inng sytuacje. Chcemy przemiesci¢ prostokat wzdluz korytarza.
Jest to przypadek bardziej praktyczny, anizeli przesuwanie odcinka. W zyciu codzien-
nym wiekszej ilosci obiektéw rzut na plaszczyzne podlogi jest prostokatny. Wiekszy
problem stanowi przeniesienie szafy, stotu, krzesta, niz na przyktad przeniesienie miotty
lub patyka. W ramach uproszczenia zajmujemy sie¢ jednak przesunieciem prostokata -
sprowadzamy ten problem do plaszczyzny.

Zaktadamy, ze w naszym prostokacie jeden bok ma ustalong dtugosé (tzw. grubosé).
Bedziemy poszukiwaé takiego prostokata, ktéry posiada najdiuzszy drugi bok. Problem
ten byl rozwazany w [3|, gdzie podano rozwigzanie w postaci wzoru, zaleznego od pier-
wiastka wielomianu stopnia 6. My uzyjemy elementarnej trygonometrii.

Do znalezienia takiego prostokata, ktéry mozemy przesunaé¢ w korytarzy o wymiarach
a X b, skorzystamy z rysunku umieszczonego ponizej.

)‘/ b
</

C /
/
4/

Rysunek 3.1: Przesuwanie prostokata w korytarzu

Mozemy zalozy¢, ze a, b, ¢ sa dodatnie oraz ¢ < min{a, b}. Korzystajac z podstawowej
trygonometrii obliczamy dlugosé zielonego i czerwonego odcinka, dostajac odpowiednio
P oraz c-tan . Spogladajac na rysunek jesteSmy w stanie zapisa¢ réwniez nastepujace
rownania:

c a
T+ = —
tan o sin o
b
y+c-tana = .
CcOoS &

Powyzsze rownosci wykorzystamy do stworzenia réwnania opisujacego dlugosé boku
prostokata przylegajacego do wewnetrznego naroznika korytarza:

a b

1
Lla)=x4+y=—+ —c-(tana+ )
sin o COS (¢ tan «

11
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Zalezy nam na znalezieniu minimum powyzszej funkcji dla a € (0, 7). Zaczynamy
od wyliczenia pochodne;j:

L,(a):_acosoz_i_bsina_c‘( 1 1 >
o

sin? « cos?a cos?a  sin?

Mozemy przejsé¢ do poszukiwaé punktu stacjonarnego:

L'(a) =0
acos(a) _ bsin(a) . 11
sin?(a)  cos(a)? <cos(a)2 sin(a)Q)

a) = bsin®(a) — ¢ - (sin®(a) — cos*(a))
)

acos®(a) = bsin®(a) — ¢ (2sin*(ar) — 1)
acos3(a) b e 2 1
sin®(a) b (sin @) sing(oz)>

cos’(@) b ¢ 2 1
sin®(a)  a a \sin(a) sin’(a)/’
Wydaje sie, ze nie ma prostego sposobu na znalezienie rozwigzania przy dodatnich a,

b, c. Mozemy jednak wyliczy¢ szczegdlny, interesujacy nas przypadek, gdy a =5, b =1,
c = 1. Wowczas :

oy cos(a) sin(fa) 1 1
P =530 T o) ~ (@) T (@)

Rozwigzujac réwnanie L'(«) = 0 otrzymujemy punkt stacjonarny :

1
ap = 2 - arctan <6 ( 33 + 12V 10) — 3) ,

a nastepnie podstawiajac:

L(ag) = % <\/97 +40V10 — 5) .

Ponizej kod w Mathematice potwierdzajacy obliczenia.

kod 2

alpha0 := Solve[{0 == -5 Cos[alphal]/Sin[alpha]~2 + Sin[alpha]/Cos[alphal~2 +
1/Cos[alphal “2 + 1/Sin[alphal~2, O < alpha <= Pi/2},
alpha] // FullSimplify

Evaluate[5/Sin[alphal] + 1/Cos[alpha] - (Tan[alphal
alpha -> alpha0]

+ 1/Tanlalphal) /.

Listing 2: Wyznaczenie wartosci najdtuzszego boku dlaa=5,b=1ic=1

12
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§4 Przesuwanie rombu

Zajmiemy sie teraz sytuacja przesuwania rombu w klasycznym korytarzu. Rozwazmy
nastepujace zadanie:

jakie jest maksymalne pole rombu, ktéry da sie przesunaé¢ przez prostokatny
korytarz o szerokosciach a i b7

Zmienimy lekko podejscie do sytuacji. Nie bedziemy poszukiwac¢ rombu o najwiekszym
polu, ktéry mozna przemiesci¢ w zadanym korytarzu. Sprébujemy poszukaé¢ minimalny
korytarz, przez ktory przejdzie romb o ustalonej diugosci boku z i kacie ostrym «.

Rozwazajac problem zaczynamy od narysowania zewnetrznych krawedzi przejscia.
Aby podczas przemieszczania rombu zatoczy¢ nim jak najmniejsze pole, musimy przesu-
waé go w jak najmniejszej odleglosci od zewnetrznych linii. Zatem w sytuacji wyjsciowej
wierzchotek lub bok naszej figury muszg by¢ styczne do $ciany korytarza. Na rysunku
4.1 umiesciliSmy etapy przesuwania rombu zaczynajac od stycznosci krawedzi korytarza

z jednym wierzchotkiem.
—_— —_— \ B
A D

- C_.B/

Rysunek 4.1: Mozliwe przesuniecia rombu

Latwo zauwazy¢, iz przesuniecie rombu z takiej pozycji wyjsciowej, w posrednich
krokach zawiera sytuacje, gdy ze $ciang krawedzi styczny jest jego bok. Zatem by mini-
malizowa¢ powierzchnie zajmowang przez naszg figure, optymalnie jest zaczaé¢ od razu
od drugiego kroku. Nasza pozycja wyjsciowa bedzie romb wstawiony bokiem do krawedzi
korytarza.

W sytuacji pierwszych trzech rysunkéw przedstawionych na rys. 4.1, chcemy utrzy-
mywacé wierzchotek B jak najblizej zewnetrznej krawedzi korytarza. Zatem przekatna
AC réwniez musi spetlniaé¢ ten warunek. Z tego powodu przesuwajac romb bedziemy
utrzymywaé wierzchotki A i C' na Scianach korytarza. Ta sytuacje przeanalizujemy
doktadniej w nastepnym podrozdziale.

W sytuacji pozostatych trzech rysunkéw na rys. 4.1, aby romb byt jak najblizej $cian
korytarza, dazymy do jak najszybszego momentu w ktérym wierzchotek B zetknie si¢ ze
zewnetrzng Sciang. Z tego powodu tylko wierzchotek A bedzie dotykaé¢ scian korytarza.

13
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Intuicyjnie jasne jest, ze w tym przypadku nie dostaniemy minimalnego korytarza. Wiec
taki sposob przeciggania rombu nie jest optymalny.

4.1 Przesuwanie rombu, gdy A i C' dotykaja Scian

Zaczniemy od przeanalizowania etapéw poruszania si¢ rombu. Na poczatku przesu-
wamy go wzdtuz korytarza bokiem DC', do momentu gdy wierzcholek A dotknie drugiej
Sciany przejscia. Nastepnie poruszamy wierzchotkiem A do goéry, az bok AD calkowicie
dotknie sciany korytarza. Animacja przedstawiajgca takie przesuwanie jest dostepna
pod adresem? http://www.math.uni.wroc.pl/ gismat/Roksana.mp4.

Oznaczmy jako 3 kat miedzy odcinkiem DC', a poziomg Sciang korytarza. Wpisujac
rysunek w uktad wspotrzednych i uznajac kat sciany jako jego poczatek, mozemy wy-
znaczy¢ wzor na poruszanie si¢ konkretnych wierzchotkow.

0 J

C
Rysunek 4.2: Wyznaczanie wspétrzednych wierzchotkéw A i C

Majac ustalony bok rombu z i jego kat ostry «, opisujemy diugosé jego diuzszej
przekatnej jako 2z cos(§). Korzystamy z pomocniczego rysunku 4.2. Spogladajac na
trojkat AOC, z pomocg podstawowej trygonometrii obliczamy wspétrzedne wierzchotkéw
wyrazone za pomocy kata [:

A= (0,23:(;08 (%) sin (%Jrﬁ)) i C= (Zxcos (%) cos (%Jrﬁ) ,0).

Zaznaczone na rysunku 4.3 tréjkaty FBA oraz ECB shuzag nam do wyznaczenia
wspotrzednych wierzchotka B:

B = (zcos(B), zsin(a+ f)). (4.1)

Dhugosé odcinka GC mozemy zapisac jako x cos(3). Korzystajac z obliczonej wezesniej
dlugosci odcinka OC' zapiszemy pierwsza wspotrzedng punktu D jako

2x cos (%) oS (% + ﬁ) .

Wykorzystujac dodatkowo trojkat GC'D dostajemy wspotrzedne punktu D:

D= (23@ cos <%> cos (% + ﬁ) — xcos(B), xsin(ﬁ))

2http://www.math.uni.wroc.pl/ gismat/Roksana.gif

14 4.1 Przesuwanie rombu, gdy A i C dotykaja $cian
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Rysunek 4.3: Wyznaczanie wspéirzednych wierzchotkéw B i D

Warto zauwazy¢, ze 0 < 8 < 7 — a. Po osiggnigciu przez 3 wielkosci § — a romb

bedzie przesuwany pionowo w gore.

. . I .
0.5 1.0 1.5

Rysunek 4.4: Przeszkoda przy przesuwaniu rombu

W pierwszym momencie mozna by pomysleé¢, ze obszar, ktéry zakresla wierzchotek
B w ruchu, jest miejscem, w ktéorym mozna umiejscowi¢ druga krawedz minimalne-
go korytarza. Spogladajac na rysunek 4.4 widzimy jednak, ze ten obszar nalezy po-
szerzy¢. Pomararniczowa krzywa oznacza propozycje postawienia wewnetrznej krawedzi
korytarza. Jednak podczas przesuwania istnieja momenty, w ktorych nasz romb nie
zmiescitby sie w zadanym korytarzu. Musimy zatem obliczy¢ obwiednie krzywych AB i
BC, ktore uzupelniag obszar zajmowany przez nasza figure. Obwiednia to linia otaczajaca
i ograniczajgca punkty, w ktérych funkcja osigga pewng wartosé lub zbiér wartosci. Aby
wyznaczy¢ postacé jej rownania nalezy przyrownaé¢ do zera wyznacznik skladajacy si¢ z
pochodnych czastkowych wzgledem zmiennych. W tym celu napisaliSmy kod w Mathe-
matice wyznaczajacy nam réwnania potrzebnych obwiedni.

4.1 Przesuwanie rombu, gdy A i C dotykaja Scian 15
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kod 2
alal_, bet_, x_] := {0, 2 x Cos[al/2] Sin[al/2 + betl}
blal_, bet_, x_] := {x Cos[bet], x Sin[al + bet]}
clal_, bet_, x_] := {2 x Cos[bet + al/2] Cos[al/2], 0}
dlal_, bet_, x_] := {2 x Cos[al/2] Cos[bet + al/2] - x Cosl[bet],

x Sin[bet]}

ab[s_, al_, bet_, x_] := s alal, bet, x] + (1 - s) bl[al, bet, x]

bcls_, al_, bet_, x_] := s b[al, bet, x] + (1 - s) cl[al, bet, x]

wynl := Det[{D[ab[s, al, bet, x], s], D[ab[s, al, bet, x], betl}] //
FullSimplify

wyn2 := Det[{D[bc[s, al, bet, x], s], D[bc[s, al, bet, x], betl}] //
FullSimplify

wynla := Solve[wynl == 0, s]

wyn2a := Solve[wyn2 == 0, s]

ab[s, al, bet, x] /. wynla // FullSimplify

bcls, al, bet, x] /. wyn2a // FullSimplify

Listing 3: Wyznaczenie réwnari obwiedni

W wyniku tych obliczen dostajemy wzér na obwiednie krzywych tworzonych przez
boki AB i BC. Ponizej sg podane te réwnania parametryczne obwiedni, przy ustalonym

a € (0, %] i x > 0, oraz parametrze 3 € [Oé —3}. Gdy g > § — 5, to obwiednia O;(3)

jest wyznaczona przez bok AB, a gdy § < 7 — §, to obwiednia O3() — przez bok BC:

ix (—sin(a — £) — 3sin(f) +sin(38) — 4sin(a + 5) + sin(a + 35)) )
Dla g € [0,% — %] mamy,

Oy(B) == <%x (4 cos(B) + 3cos(a + B) + cos(3(a + B)) — 2sin(f) sin(2(a + B))) ,
2x cos (%) sin (% + 5) sin?(a + B))

Teraz obliczymy dla jakiego (; dostajemy punkt przeciecia obwiedni AB z krzywa
po ktorej porusza si¢ punkt B. W tym celu wystarczy przyréwnac ze sobg pierwsze
wspéhrzedne punktéw. Do obliczen wykorzystamy postaé Oy () uzyskang w Mathema-
tice bez uzycia komendy //FullSimplify (pamietamy, ze x > 0, cos() > 0):

zcos(fB) = xcos(B)(1 + %(—1 + cos(a) 4 cos(28) + cos(a + 203)))

1=1+ %(—1 + cos(a) + cos(28) + cos(a + 23))

0= —1+ cos(a) + cos(2f) + cos(a + 2/3)
1 — cos(a) = cos(28) + cos(a + 23)

Korzystajac ze wzoru na sume cosinuséw oraz z parzystosci funkcji cosinus dostaje-

16 4.1 Przesuwanie rombu, gdy A i C dotykaja $cian
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my:

1 — cos(a) = 2 cos (a —;45) cos <—7a)

1 — cos(a) . <a+245> cos <g)

2 2
1 —cos(a) <a+45)
2 cos (%) o 2
a+4p — recos 1 — cos(a)
2 2 cos (%)

o 1 —cos(a) |\ N
bL=p0= (2 arccos (W) > /4

Sprawdzimy w Mathematice, ze tak wyliczone 3; spehia tez drugie réwnanie:
kod 3
In[1]:= -(1/4) (-Sin[al-bet]-3Sin[bet]+Sin[3bet]-4Sin[al+bet]+Sin[al+3bet])
-Sin[al+bet]/.bet->(2ArcCos[(1-Cos[all)/(2Cos[al/2])]-al)/4//FullSimplify

OQut[1]= 0O

Listing 4: Wyznaczenie 5 dla O

Z rysunku widac, ze kat By wyznaczajacy punkt przecigcia dla O, lezy symetrycznie
wzgledem 7 — 5 do kata (i, zatem

™ «

ﬁ1+52:2'(1—§>

=T —a i

Zatem udalo nam si¢ znalez¢ minimalny korytarz przez ktéry przejdzie korytarz
przesuwajacy sie tak, jak w opisanym przypadku pierwszym (rysunek 4.5).

Rysunek 4.5: Minimalny korytarz dla ustalonego rombu

4.1 Przesuwanie rombu, gdy A i C dotykaja Scian 17
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4.2 Ustalony korytarz

W rozdziale zaktadamy, ze mam do czynienia z ustalonym korytarzem w ksztalcie
litery L o szerokosciach a i b. Szukamy najwiekszego pola rombu, ktéry da sie po ta-
kim korytarzu przesungé. Nie znalezlismy rozwigzania w postaci gotowego wzoru, lecz
znalezlismy hipoteze, potwierdzong obliczeniami.

Przesuwajac romb o boku x > 0 i kacie a € (0, 7], jego obwiednia sklada si¢ z 5
czesci:

Rysunek 4.6: Minimalny korytarz dla ustalonego rombu

Niech R(z,«) bedzie zbiorem punktéw tych 5 czesci.
Naszym celem jest znalezienie maksymalnego pola rombu K (a, b), ktéry da sie przesunaé
przez korytarz o szerokosciach a i b, a wiec znalezienie (z, a):

K(a,b) = max{z*sin(a) : (a,b) € R(z,a)}.

Wysokosé rombu o boku z i kacie a wynosi z - sin(a). Wige warunkiem koniecznym
aby taki romb moégl przejsé przez korytarz o szerokosciach a i b jest

x - sin(a) < min{a, b},

2% - sin(a) < min{a, b} - max{z : romb o boku x da sie przesunac}.

Kwadrat o boku min{a, b} zawsze moze przejs¢ przez korytarz. Dlatego otrzymujemy
nieréwnosci:

min{a, b}?> < K(a,b) < min{a,b} - max{z : romb o boku z da si¢ przesunaé}.

4.2.1 Przypadek a =D

Zaczynamy od prostego przypadku, gdy a = b. Obliczymy K(a, a).

Dla o € (0, ] mozemy rozpisa¢ wzor na pole rombu jako P = z?sin(a). Wtedy:

=z (4.2)

18 4.2 Ustalony korytarz
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Latwo sprawdzi¢, iz w zbiorze R(x,«), wspélrzedne punktu B dla f = § — § sa
réwne (a,a). Zatem korzystajac z (4.1) i (4.2) dostajemy:

a = xsin(a + 5)

P (a n 7T>
a= sin (= + —
sin(«) 2 4
P a T
2 _ Lo (T
7 sin(a) (2 * 4>
Py sin(a)

2/« T\ "
S1n (5 + Z)
Chcgc maksymalizowaé wartos¢é pola rombu musimy poszukaé¢ maksimum wyrazenia:

sin(a)

sin2(% + %)

h(a) =

W tym celu skorzystamy z programu Mathematica:

kod 5
In[1] := Maximize[{Sin[alphal/Sin[alpha/2 + Pi/4],
0 <= alpha <= Pi/2}, alphal]

Out[1]= {1, {alpha -> \[Pi]/2}}

Listing 5: Szukanie maksimum wyrazenia

W tym przypadku rozwigzaniem problemu bedzie kwadrat o boku a, wigc o = 7
oraz K(a,a) = a®.

4.2.2 Przypadek ogdlny

W tym przypadku nie udalo nam si¢ znalezé wzoru na maksimum pola. Trudnoscig
w wyznaczeniu takiego wzoru bylo obliczenie przeciecia obwiedni O1(8) i O(f) z od-
powiednio pionowg i poziomg krawedzia korytarza.

Opierajac sie na obliczeniach stawiamy nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 4.1. Niech R(x,«) bedzie zbiorem punktow, skladajgcych si¢ z obwiedni, przy
przesuwaniu rombu o boku x i kgcie ostrym « (jak niebieska linia na rysunku 4.6).

Ustalmy prostokgtny korytarz o szerokosciach a > 0, b > 0 1a < b. Romb, ktory da
sie przesungc przez taki korytarz © ma najwigksze pole spetnia warunek:

Punkt H zbioru R(z,«) jest w (a,b).

Jako przestanke popierajaca naszg hipoteze, podamy ponizsze obliczenia dla przy-
padkua=11b=2.
Ponizej umieszczamy kod do programu Mathematica.

4.2 Ustalony korytarz 19
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Rysunek 4.7: Warto$¢ pola rombu w zaleznosci od polozenia R(z, o) wzgledem punktu (1, 2)
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Nn = 3;
bb = 2;
alal_, bet_,

blal_, bet_,

clal_, bet_,

d[al_, bet_,
x Sin[bet]}

al) /4,

punkt [0.01,
punkt [0.01,
punkt [0.01,
punkt [0.01,

punkt[s_, {x_, y_}]
odc[{x_, y_}, {s_, t_}]

bcls_, al_, bet_, x_]
Manipulate [{Show[
ParametricPlot [{y, x

kod 6

:= Graphics[{PointSize[s], Point[{x, y}]1}]
:= Graphics[Line[{{x, y}, {s, t}}]1]

:= {0, 2 x Cos[al/2] Sin[al/2 + betl}

]
] {x Cos[bet], x Sin[al + betl]}

] := {2 x Cos[bet + al/2] Cosl[al/2], 0O}
]

:= {2 x Cos[al/2] Cos[bet + al/2] - x Cos[bet],

Pi/2 - all}]l,

ParametricPlot [{1/
4 x (4 Cos[bet] + 3 Cos[al + bet] + Cos[3 (al + bet)] -
2 Sin[bet] Sin[2 (al + bet)]),
2 x Cos[al/2] Sin[al/2 + bet] Sin[al + bet]~2}, {bet, O,
Pi/2 - al - (2 ArcCos[(1 - Cos[all)/(2 Cos[al/2])] - al)/4}],
ParametricPlot [
blal, s, x], {s,

alal, bet, x1],
blal, bet, x11,
clal, bet, x1],
d[al, bet, x]],

ab[s_, al_, bet_, x_] := s alal, bet, x] + (1 - s) bl[al, bet, x]
s bl[al, bet, x] + (1 - s) cl[al, bet, x]

Sin[all}, {y, x, Nn}],

ParametricPlot [{x Sin[all, y}, {y, x, Nn}],

ParametricPlot[{2 x Cos[al/2] Cos[bet]~2 Cos[al/2 + bet], -(1/4)
x (-Sin[al - bet] - 3 Sin[bet] + Sin[3 bet] -
4 Sin[al + bet] +
Sin[al +

3 bet])}, {bet, (2 ArcCos[(1 - Cos[al]l)/(2 Cos[al/2])] -

(2 ArcCos[(1 - Cos[all)/(2 Coslal/2])] - al)/4,
Pi/2 - al - (2 ArcCos[(1 - Cos[all)/(2 Cos[al/2])] - al)/4}],

punkt [0.01,

bl[al, (2 ArcCos[(1 - Cos[all)/(2 Cos[al/2])] - al)/4, x11,

punkt [0.01,

blal, Pi/2 - al - (2 ArcCos[(1 - Cos[all)/(2 Cos[al/2])] - al)/4,

x11,
odc[alal, bet,
odc[b[al, bet,
odc[c[al, bet,
odc[d[al, bet,

x], blal, bet, x11,
x], clal, bet, x]],
x], dlal, bet, x]1],
x], alal, bet, x]1],

punkt[0.01, {aa, bb}],

punkt [0.01, {bb, aal}]l,

PlotRange -> {{0, Nn}, {0, Nn}}, Axes -> True,

AxesOrigin -> Automatic],

"pole = " <> ToString[N[x~2 Sin[al]l]ll}, {{al, 0.75%}, O,

Pi/2}, {{bet, 0}, 0, Pi/2 - al}, {{x, 1}, 0, Nn - 0.001}, {{aa, 1},

0, Nn - 0.001}]

Listing 6: Wyznaczanie maksymalnej wartosci pola rombu

4.2 Ustalony korytarz
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