Egzamin Wstepny na Studia Doktoranckie w roku 2002

Egzamin skladal si¢ z czterech grup zadan. Przy ustalaniu oceny konicowej odrzucato
sie najstabiej oceniona, grupe zadan, o czym kandydaci byli poinformowani. Egzamin
trwal 180 minut.

Grupa A (analiza)

1. Niech f : R2 — R bedzie funkcja taka, ze pochodne czastkowe 3%1 I 3%2 f
istniejg 1 sa, wspélnie ograniczone. Czy f jest ciagla ?

2. Niech V' bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni C(D) (funkcji ciaglych o
wartoéciach rzeczywistych na D = {z € C : |z| < 1}) spetiajaca, warunek

(VF € V)(Slelg |F(2)| = jélg;)IF(a:)l),

gdzie 0D = {z : |z| = 1}.
(a) Udowodnié, ze dla F, G € V mamy

F = G wtedy i tylko wtedy, gdy F' [sp= G [sp-

(b) Niech W = {f € C(9D) : (IF € V)(f = F |ap)} bedzie podprzestrzenia
przestrzeni funkcji ciaglych na 8D z norma supremum. Wykazaé, ze dla kazdego
z €D ={z € C:|z| < 1} przyporzadkowanie

WS f— F(z),

gdzie f = F |gp, F € V jest dobrze okreslonym ograniczonym funkcjonalem
liniowym na W.

(c) Stosujac twierdzenia analizy funkcjonalnej uzasadnié, ze dla kazdego z € D
istnieje miara borelowska p, na 0D taka, ze dla kazdego F' € V mamy

F(z) = /8 F(e)du(a).

Grupa B (geometria i topologia)

1. Jaka jest maksymalna pojemnosé¢ prostopadlo$ciennego pudetka bez przykry-
wki (tj. bez $cianki gérnej) o ustalonej catkowitej powierzchni §cian bocznych i denka
300 cm? ? Jakie wymiary moze mieé¢ takie pudetko o maksymalnej pojemnodci ?
2. Srednica podzbioru X plaszczyzny nazywamy liczbe diam(X) = sup, ,ex d(z,y),
gdzie d jest odlegloscia punktéw na plaszczyznie. Uzasadnic, ze:
(a) Kazdy zbiér ograniczony X ma skonczona, Srednice.
(b) Jesli X jest domkniety i ograniczony, to istnieja punkty x;, x2 € X takie, ze
diam(X) = d(x1, x2).
(c) Jesli srednica zbioru X wynosi d, to srednica jego domkniecia ¢l (X) tez wynosi
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d.
(d) Jesli diam(X) = D, to istnieje kolo o promieniu R = D+/3/2 zawierajace
zbiér X.

Grupa C (rachunek prawdopodobieristwa)
1. Dwie urny zawieraja, odpowiednio m; i my bialych oraz n; i ng czarnych kul. 7
kazdej urny wylosowano po jednej kuli, a potem wybrano losowo jedna, z tych kul.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kula ta jest biata ?

2. Niech X3, X3,... beda zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie i
skoniczonej wartosci oczekiwanej. Udowodnié¢, ze dla kazdego € > 0

1
lim P (— max | Xg| > e) = 0.

n—00 n 1<k<n

Grupa D (algebra i wstep do matematyki)
1. Czy grupa izometrii wlasnych kwadratu jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy
izometrii wlasnych czworoscianu foremnego ? (odp. uzasadnié)

2. Czy istnieje relacja réwnowaznosci F na zbiorze R taka, ze E ma nieprzeliczal-
nie wiele klas abstrakcji i kazda klasa abstrakcji E tez jest nieprzeliczalna ? (odp.
uzasadnic)



