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Za kazde zadanie mozna otrzyma¢ maksymalnie 6 punktéw. Cztery najstabiej
rozwiazane (lub nierozwiazane) zadania nie beda brane pod uwage przy koricowe;
punktacji.

Zadanie 1: Niech f bedzie funkcja, ciagla na przedziale lewostronnie otwar-
tym (0, 1], spelniajaca nastepujacy warunek:

Dla kazdego ciagu liczb wymiernych dodatnich r, € (0,1] zbieznego do
zera, ciag f(ry) jest zbiezny do granicy skoriczonej przy n — oo. Udowod-
nij, ze:

(1) istnieje liczba a € R taka, ze dla kazdego ciagu r, € (0,1] liczb wy-
miernych zbieznego do zera mamy lim,,_, . f(r,) = a;
(2) lim,_,o+ f(z) = a, gdzie a jest liczba z (1);
(3) funkcja f jest jednostajnie ciagla.
Zadanie 2: (1) Czy szereg funkcyjny
iCJV
x2+n

n=1

jest zbiezny jednostajnie na zbiorze R?
(2) Funkcja f jest dodatnia, malejaca funkcja ciagla na przedziale [1, 00)
taka, ze calka niewladciwa

/ tf(t)de
1
jest zbiezna.
(a) Uzasadnij, ze
2z
lim tf(t)dt =0.
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(b) Stosujac (a), udowodnij, ze
. 2 _
zlgroloa: f(z) =0.

Zadanie 3: Wykazaé, ze dla dowolnego niepustego zbioru X nastepujace wa-
runki sa réwnowazne
(i) istnieje funkcja réznowartosciowa f : X — [0, 1];
(ii) istnieje funkcja g, odwzorowujaca [0,1] na X;
(iii) istnieje funkcja h odwzorowujaca [0,1] x [0,1] na X.

Zadanie 4: Niech U bedzie otwartym podzbiorem plaszczyzny euklidesowej
R x R, takim ze [0,1] x [0,1] C U. Udowodnié, ze istnieje liczba § > 0, dla
ktorej

[-0,1+ 8] x [-0,1+ 5] CU.

Zadanie 5: Znajdz czworokat wypukly ABCD o bokach AB = BC' =CD =
1 na plaszczyznie euklidesowej, majacy najwieksze pole spoérdéd takich
czworokatéw.
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Zadanie 6: Przeksztatcenie liniowe F' : R® — R™ ma n réznych wartoéci
wlasnych, za$ xi,...x, jest baza wektoréw wlasnych w R™ dla F.
(1) Uzasadnij, ze jesli

u=a1X; + -+ apX, gdzie a; #0 dla i=1,...,n,
to uktad u, F(u),..., F" 1(u) jest liniowo niezalezny.
Wskazéwka: skorzystaj ze wzoru
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det ! 2 " = H(tz - tj).
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(2) ZnajdZ, wraz z uzasadnieniem, wszystkie podprzestrzenie F— nie-
zmiennicze w R, tzn. wszystkie podprzestrzenie W C R™ takie, ze
FW)cw.

Zadanie 7: Niech X = (Xi,...,X,,) bedzie préba z rozktadu jednostajnego
na przedziale [p,p + 1]. Udowodnié, ze estymator postaci

n
T, = X; —
" lrél?éxn ! n+1

parametru p jest nieobciazony i zgodny.

Zadanie 8: Niech X = (Xy,...,X,) bedzie préba, z rozktadu normalnego
N(p,1). Skonstruowaé test najmocniejszy na poziomie istotnosci a do we-
ryfikacji hipotezy Hy : p = pg, przy hipotezie alternatywnej Hy : p = g,
gdzie p1 > po-

Zadanie 9: W chwili ¢ = 0 w pewnym obszarze znajduje si¢ jedna czastka.
W chwilach ¢t = 1,2,...,n,... kazda czastka albo znika z prawdopodo-
bienstwem ¢, albo przeksztalca sie w m takich samych czastek z prawdo-
podobienstwem p = 1 — ¢q. Przyjmujemy, ze czastki ewoluuja w sposob
niezalezny. Jaka jest érednia liczba czastek w chwili t =n ?

Zadanie 10: Czas pracy pewnego podzespolu do chwili awarii jest zmienng
losowa, o rozkladzie prawdopodobienistwa o gestosci postaci

fl)=2z, 0<z<Ll.
(1) Rozwazmy sytuacje, w ktérej niesprawny podzespdt jest natychmiast
zastepowany innym sprawnym podzespotem tego samego typu. Niech
X; oznacza czas do awarii i-tego pracujacego podzespolu; wtedy S, =
>, X, reprezentuje czas do n-tej awarii. Intensywno$¢ awarii r de-
finiujemy jako warto$é granicy

r= lim — w sensie zbieznoéci prawie wszedzie.
n—oo n

Zakladajac, ze zmienne losowe X;, i > 1, sg niezalezne, podaj warto$¢
T

(2) Rozwazmy urzadzenie, sktadajace sie z dwéch niezaleznie pracujacych
podzespolow. Urzadzenie uznajemy za sprawne, gdy przynajmniej je-
den z podzespoléw, wchodzacych w jego sktad, jest sprawny. Urzadzenie
to ulega awarii, gdy oba podzespoly staja sie niesprawne. Jaki jest roz-
klad czasu do awarii tak opisanego urzadzenia?



