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Za kazde zadanie mozna otrzymaé¢ maksymalnie 6 punktéw. Sposréd ponizszych
10 zadan cztery najslabiej rozwiazane lub nierozwiazane nie beda brane pod uwage
przy konicowej ocenie.

1. Nosnikiem permutacji o € S,,, gdzie S,, jest grupa permutacji zbioru {1, 2,...,n},
nazywamy zbiér tych « € {1,2,...,n}, dla ktérych o(x) # x. Uzasadnij, ze dwa
cykle w S;, o réznych, lecz nieroztacznych noénikach nie sa przemienne.

2. (1) Niech a € R bedzie pierwiastkiem wielomianu f € R[x]. Udowodnij, ze a
jest jednokrotny wtedy i tylko wtedy, gdy f'(a) # 0.

(2) Niech f € R[z] bedzie wielomianem stopnia n, majacym wylacznie rzeczy-
wiste pierwiastki. Uzasadnij, ze na to, aby dowolnie blisko f (w sensie bliskosci
wspdlezynnikéw) istnial wielomian g € R[z] stopnia n, majacy nierzeczywiste pier-
wiastki, potrzeba i wystarcza, by f mial pierwiastek wielokrotny.

3. Rozwazmy wspdlrzedne geograficzne na sferze o promieniu 1. Przyjmujemy,
ze szerokos¢ geograficzna to liczba z przedzialu [FF, T], za$ dlugo$¢ geograficzna
jest z przedziatu [—m, 7).

Znajdz dlugosc linii na tej sferze, biegnacej od bieguna poludniowego do péinocnego
w taki sposéb, ze szerokos¢ geograficzna jest stale réwna dlugodci geograficznej.
Wynik przedstaw w postaci catki oznaczonej funkcji jednej zmiennej z mozliwie

uproszczonym wyrazeniem podcatkowym.

4. Niech a,, bedzie ciggiem zbieznym do liczby rzeczywistej a. Uzasadnié, ze
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5. Funkcja F(p) jest ciagla i dodatnia na kwadracie D = [0,1] x [0,1]. Niech
M = sup,cp F(p). Udowodnij, ze
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6. Niech < bedzie relacja dobrego porzadku na zbiorze X (tzn. < jest relacja
porzadku liniowego, w ktérym kazdy niepusty podzbiér zbioru X ma element naj-
mniejszy). Zalézmy, ze f : X — R jest taka funkcja, ze, dla dowolnych z,y € X,
jezeli z <y, to f(x) < f(y). Udowodnié, ze jesli X jest nieprzeliczalny, to

(1) funkcja f nie jest réznowartosciowa

oraz
(2) istnieje liczba t € R taka, ze f~1[{t}] jest zbiorem nieprzeliczalnym.



7. Niech X = Cy(]0,00)) bedzie przestrzenia funkeji ciaglych, ograniczonych z
[0,00) w R z metryka supremum p(f, g) = sup{|f(¢t) — g(¢)| : t > 0}.
(1) Wykazaé, ze przestrzen X nie jest oSrodkowa.
(2) Udowodnié, ze jesli Y jest podprzestrzenia, przestrzeni X, zlozona z tych
funkeji f : [0,00) — R, dla ktérych istnieje granica lim;—.o f(t), to Y jest
osrodkowa.

8. Kazda paczka chrupek pewnego rodzaju zawiera mals plastikows zabawke.
Jest ¢ réznych typéw tej zabawki i do kazdej paczki z jednakowym prawdopodobieristwem
wkladana jest jedna z nich. Kazdego dnia kupujesz jedna, paczke chrupek, by zdoby¢
znajdujaca sie w niej zabawke-niespodzianke.

(1) Policz $rednig, liczbe dni miedzy momentami zdobycia w ten sposéb j-tego
nowego typu zabawki a (j + 1)-go nowego typu.

(2) Policz, ile srednio dni potrzebujesz, by zgromadzi¢ w ten sposéb wszystkie
rodzaje zabawek.

(3) Wyobraz sobie, ze interesuje Cie zdobycie jednej szczegdlnej zabawki. Kupujac
chrupki przez n dni, nie udalo Ci sie jej znalezé. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze bedziesz musial kupowaé chrupki jeszcze co najmniej przez nastepne n
dni?

9. Niech ciag zmiennych losowych X,, bedzie zbiezny wedlug prawdopodobienstwa
do zmiennej losowej X.

(1) Udowodnij, ze jesli ciag liczbowy {c,} jest zbiezny do ¢, to ciag zmiennych
losowych ¢, X, jest zbiezny wg prawdopodobienistwa do zmiennej losowej
cX.

(2) Udowodnij, ze jesli g : R — R jest funkcja ciagla, to ciag zmiennych
losowych ¢(X,,) jest zbiezny wg prawdopodobieristwa do zmiennej losowej
9(X).

(3) Zalézmy dodatkowo, ze zmienne losowe X,, n = 1,2,... sa niezalezne i
maja jednakowy rozklad ze $rednia u i skoficzona wariancja o?. Wykaz, ze
dla kazdego € > 0 zachodzi
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10. Wyznacz estymator najwiekszej wiarygodnosci parametru § € R na pod-
stawie n-elementowej proby pochodzacej z rozktadu Laplace’a o gestosci
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