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Za kazde zadanie mozna otrzymaé¢ maksymalnie 6 punktéw. Sposrdd ponizszych
10 zadan do oceny bedzie branych pod uwage tylko 6 najlepiej rozwiazanych.

1. Dla z € R niech {z} oznacza czesé utamkows z, tj. {x} = z—[z]. Zdefiniujmy

z:: {mﬁ}

a) Wykaz, ze f(x) jest dobrze okreslona, funkcja okresowa, ograniczona,
b) Udowodnij, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale
[a,b], a < b; a,beR.
¢) Udowodnij, ze dla kazdej liczby niewymiernej xo funkcja f jest ciagla w xo.
d) Udowodnij, ze f nie jest ciagla w punkcie xg = %
e) Wykaz, ze zbiér liczb niewymiernych jest doktadnie zbiorem ciaglosci funkeji

[

2. Zmajdz wszystkie pary liczb dodatnich «, § dla ktérych calka
/ / xiﬁ dx dy
(0,1)x(0,1) T* T Y
jest zbiezna.

Wskazowka: Pomocne moze by¢ oszacowanie funkcji podcatkowej w zaleznosci
od skladnika dominujacego w mianowniku, a nastepnie podzial obszaru catlkowania
na dwa obszary wyznaczone przez to oszacowanie.

3. Niech X bedzie ustalonym zbiorem i niech A = {(z,z) : x € X} bedzie
przekatna, w iloczynie kartezjanskim X x X.
(a) Udowodnié, ze jezeli | X| < ¢, to istnieja zbiory A, , C X, takie ze

||D8

U n,k X An,k)-

(b) Wykazaé, ze zachodzi twierdzenie odwrotne: jezeli A daje sie zapisaé w
powyzszy sposdb to moc zbioru X nie przekracza continuum.

4. Niech przestrzen X = RY = R x R x ... bedzie wyposazona w topologie
produktowa,.

(a) Niech F bedzie domknietym podzbiorem X. Udowodnié, ze F jest zwarty
wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje ciag (r,,)n liczb rzeczywistych, taki ze dla
kazdego © = (xn)n € F mamy |z,| < r, dla wszystkich liczb naturalnych
n.

(b) Udowodnié, ze przestrzenn X nie jest przeliczalng sumg swoich zwartych
podprzestrzeni.
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5. Wykaz, ze kazda skonczona grupa z mnozeniem liczb zespolonych jest cyk-
liczna.

6. Uzasadnij, ze macierz dowolnego niezerowego minora ustalonej macierzy A
zawiera si¢ w macierzy niezerowego minora stopnia réwnego rzedowi A.

7. Uzasadnij bezposrednio (bez powolywania sie na gotowe silne twierdzenia),
ze jesli A jest wypukltym podzbiorem plaszczyzny, zas punkt p nie lezy we wnetrzu
A, to istnieje prosta L przechodzaca przez punkt p taka, ze A zawiera si¢ w jednej
z poétplaszczyzn wyznaczonych przez L.

8. Archeolog ma podzieli¢ znalezione na cmentarzysku czaszki na meskie i
zenskie. Wiadomo, ze obwdéd czaszki meskiej ma z dobrym przyblizeniem rozktad
normalny o sredniej 57 cm i odchyleniu standardowym 4 cm natomiast obwéd cza-
szki zenskiej ma rozklad normalny ze $rednia 54 cm i odchyleniem standardowym
3 cm.

Jak klasyfikowaé czaszki przy zalozeniu, ze koszty blednych decyzji obydwu
rodzajow sa jednakowe, a czaszki obu plci znajdowane sa jednakowo czesto? Podaj
regute decyzyjna minimalizujaca ryzyko, czyli calkowita, Srednia strate.

9. Niech X;, Xo, ..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
jednostajnym na [0, 1]. Oznaczmy przez Xi., oraz X,.,, zmienne losowe zdefinio-
wane odpowiednio jako:

Xy (w) = min (X3 (w), Xp(w), ..., Xn(w)),

Xpon(w) = max (X1 (w), Xo(w), ..., X, (w)).

(i) Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z zdefiniowanej jako
Z =max (X9, Xoo — X1, 1 — Xo9).

(ii) Wyznacz EXy., oraz EX,,.p,.
(iii) Cgzy istnieje niezdegenerowana zmienna losowa X taka, ze ciag {nX1.,}52 4
jest zbiezny wedtug rozktadu do X7

10. Wyobrazmy sobie zbiér N 4 1 urn, z ktorych kazda zawiera N kul. Urna
k zawiera k kul czerwonych i N — k kul bialych, £ = 0,1, 2, ..., N. Wybrano
przypadkowo jedna z urn i dokonano z niej n przypadkowych ciagnie¢, przy czym
za kazdym razem wyciagnieta kule zwracano do urny. Przypusémy, ze wszystkie n
kul okazaly sie czerwone.

(i) Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze nastepne ciagnienie z tej samej urny da
znéw kule czerwona?

(ii) Oszacuj prawdopodobienstwo otrzymane w punkcie (i) w sytuacji, gdy N
jest bardzo duze.



